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Zusammenfassung

Die meisten Algorithmen zur kartographischen Liniengeneralisierung, seien es nun Verein-
fachungs- oder Gléattungsalgorithmen, werden auf Polylinien im Ortsraum (z,y-Ebene) an-
gewandt. Diese Linienreprasentation weist jedoch verschiedene Nachteile auf: Formmasse
lassen sich weder direkt ablesen noch einfach berechnen, die Reprasentation ist nicht inva-
riant gegeniiber affinen Transformationen (Rotation, Translation, gleichférmige Skalierung)
und es handelt sich im allgemeinen nicht um eine Funktion y = f(z), was die mathematische
Behandlung der Kurve erschwert. Insbesondere enthilt eine Polyliniendarstellung keinerlei
Information tber die Komponenten, aus denen eine Kurve aufgebaut ist. Eine Zerlegung
einer Linie in klar definierte “Bausteine” verschiedener Grosse wére fiir die Generalisierung
jedoch von Vorteil.

Die “Linienbausatze” welche in dieser Arbeit ndher untersucht werden, sind einerseits
bestiickt mit Cosinusfunktionen verschiedener Frequenz (Fourierreihen), andererseits mit
kleinen Wellenfunktionen verschiedener Linge (Wavelets). Schritt fiir Schritt wird aufge-
zeigt, wie von einer Polyliniendarstellung zu einer frequenzbasierten Linienrepréisentation
gelangt werden kann. Nach der Abtastung und Normalisierung der Linie wird sie parame-
trisiert, um eine Funktion zu erhalten. Zum Zug kam eine auf dem Richtungswinkel basie-
rende Parametrisierung. Es zeigte sich, dass ein sog. Psi-s Plot fiir unsere Zwecke aufgrund
moglicher resultierender Diskontinuitdten unbrauchbar war. Stattdessen wurde der t-alpha
Plot vorgeschlagen, dessen lokale Extrema den Wendepunkten der Linie im Ortsraum ent-
sprechen. Eine t-alpha Reprasentation lasst sich sowohl in einer Fourierreihe entwickeln
als auch einer Wavelettransformation (WT) unterziehen. Der Vorteil der letzteren besteht
darin, dass sie lokalisiert ist, d.h. ein bestimmter Koeffizient beinflusst lediglich einen ge-
nau bestimmten Bereich der Originalkurve. Das Degradationsverhalten von Fourier- und
Wavelettransformation wurde anhand von Beispielen untersucht. Zu diesem Zweck wur-
de eine interaktive Software-Plattform entwickelt, welche die explorative Datenanalyse erst
ermoglichte.

Es zeigte sich, dass die rekursive t-alpha Parametrisierung, welche lediglich auf die
Richtungswinkel der einzelnen Liniensegmente abstellt, Linienverkiirzungen nicht Rech-
nung tragen kann. Linienverkirzungen sind aber ein typisches Merkmal von Generalisie-
rungslosungen. Sofern die diesbeziiglichen Limitationen durch Einbezug zusatzlicher Lage-
information iiberwunden werden konnen, stellt insbesondere die Wavelettransformation eine
fiir die Generalisierung sehr vielversprechende Reprasentation dar. Da es sich bei der WT
um eine Mischung aus einer Mehrfachmassstabs-Représentation und einer klassischen spek-
tralen Transformation handelt, ist deren Informationsdichte sehr hoch. So lassen sich aus der
WT eines t-alpha Plots nach wie vor unmittelbar die Wendestellen bestimmen. Gleichzeitig
enthalt die Reprasentation aber auch Information iber das Verhalten der Kurve in verschie-
denen Massstdben. Es wird deshalb erwartet, dass sich die WT sehr gut als Grundlage fiir
die Entwicklung lokal wirksamer Algorithmen eignet.
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Kapitel 1

Einleitung und Zielsetzung

1.1 Einleitung

In den spaten Achtzigerjahren wurde die Erkenntnis gewonnen, dass das Fehlen geeigne-
ter Methoden zur automatischen Generalisierung raumlicher Daten eines der grossten Hin-
dernisse fiir den flexiblen Einsatz von Geographischen Informationssystemen (GIS) dar-
stellt. Weitaus am haufigsten werden Resultate, welche durch die Analyse der in einem
GIS gespeicherten Daten generiert wurden, mittels Karten kommuniziert. Ohne entspre-
chende Generalisierungsverfahren bleibt eine solche Kartierung allerdings grundsatzlich auf
den Massstab beschrinkt, in welchem die Grundlagendaten zur Integration in ein GIS di-
gitalisiert wurden. Diese Situation ist unbefriedigend, da den mit einem GIS erzeugten
Resultaten meist eine zentrale Bedeutung bei der Entscheidungsfindung zukommt. Dient
eine Karte als Entscheidungsgrundlage, dann sollte sie die in bezug auf die Fragestellung
zentralen Elemente deutlich hervorheben und andere, im Kontext weniger wichtige Elemen-
te allenfalls unterdriicken. Neben einer solchen inhaltlichen Generalisierung, welche mehr
vom Thema der Karte als vom Massstab der Zielkarte abhingt, ist auch eine graphische
Generalisierung vonnoten, insbesondere wenn Massstabsreduktionen vorgenommen werden.
Die beiden Komponenten machen zusammen die kartographische Generalisierung aus (SGK
1980). Eine tibersichtliche Darstellung der zur Verfiigung stehenden Generalisierungsopera-
toren findet sich in Shea und McMaster (1989), welche in Abbildung 1.1 wiedergegeben ist.
Um die Komplexitat der Fragestellung zu reduzieren, befasst sich diese Arbeit nur mit Lini-
enelementen, welche zudem die iiberwiegende Mehrheit der Elemente einer topographischen
Karte ausmachen. Wir beschranken uns somit ausschliesslich auf Operatoren, welche

e auf isolierte Elemente anwendbar sind (keine Verdrangung, engl. Displacement),
e auf lineare Elemente (Fliisse, Strassen, etc.!) anwendbar sind und

e die Objektgeometrie verandern und nicht in erster Linie die Signatur, wie z.B. das
Betonen (Enhancement).

Somit verbleiben von den urspringlich zwolf Operatoren noch deren drei, ndmlich Ver-
einfachung (Simplification), Glattung (Smoothing) und Karikatur (Ezaggeration). Fir je-

!Eigentlich handelt es sich meist um fliichenhafte Elemente, welche in einem GIS jedoch als Linie (z.B. als
Mittelachse einer Strasse) reprasentiert werden und durch die Wahl einer geeigneten Signatur (Linienstéirke)
eine flichenhafte Ausdehnung erhalten.
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Abbildung 1.1: Beispiele fiir Transformationen in der kartographischen Generalisierung (aus:
Shea und McMaster 1989).
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den Generalisierungsoperator existieren verschiedene Algorithmen?. Fiir die Linienverein-
fachung wird beispielsweise der Douglas-Algorithmus (Douglas und Peucker 1973) weitaus
am haufigsten eingesetzt. Daneben existieren aber andere Algorithmen, wie z.B. der Lang-
Algorithmus (Lang 1969), der Reumann—-Witkam-Algorithmus (Reumann und Witkam
1974), oder der Algorithmus von Visvalingam und Whyatt (1993). Einen breiten Uberblick
bieten McMaster und Shea (1992). Die meisten Algorithmen werden durch einen oder ei-
nige wenige Parameter kontrolliert. Haufig sind es globale Distanz- oder Winkeltoleranzen,
welche den Vereinfachungs- oder Gliattungsgrad bestimmen, was in vielen Fallen zu unbe-
friedigenden Resultaten fithrt (Abbildung 1.2).

Abbildung 1.2: Beispiel fiir auftretende Probleme, wenn ein Douglas—Peucker- Algorithmus
zur Linienvereinfachung eingesetzt wird. Die Ausgangskurve ist strichliert, die resultierende
Linie (Kompression von 25%) ausgezogen dargestellt (aus: Fritsch und Lagrange 1995, 158).

Trotz der drastischen Vereinfachung der Problemstellung, welche insbesondere das Zu-
sammenspiel verschiedener Kartenelemente ignoriert und stattdessen jede Linie isoliert be-
trachtet, bleibt die zu 16sende Aufgabe nach wie vor reichlich komplex. Fiir die automatische
Generalisierung stellen sich folgende Probleme:

1. Wahl der Generalisierungsoperatoren

2. Bestimmung der Reihenfolge der Operatoren (sog. Sequencing, vgl. dazu McMaster
und Shea 1992, 71)

3. Wahl der Algorithmen
4. Wahl der Parameter

Um die Defizite dieses prozeduralen Ansatzes zu iiberwinden, wurden Mitte der 80er
Jahre regelbasierte Ansatze propagiert. Mittels Expertensystemen wurde versucht, das kar-
tographische Wissen, welches zur Beantwortung der obenstehenden Fragen 1-4 benotigt
wird, in Generalisierungssysteme zu integrieren. Eine Zusammenfassung der Bemiihungen
in diesem Bereich liefert u.a. Reichenbacher (1995). Aber auch regelbasierte Generalisie-
rungsansatze stellen zur geometrischen Umsetzung schlussendlich wieder auf algorithmische
Losungen ab. Solche wissensbasierte Methoden dienen bislang nur dazu, die vier oben an-
gefithrten Entscheidungen zu treffen. Zusatzlich stellt sich ein neues Problem: anders als
z.B. in der medizinischen Diagnostik ist der Umfang an formalisiertem und strukturiertem
Wissen im Bereich der kartographischen Generalisierung nur sehr gering. Zahlreiche neuere

2Um genau zu sein: zuerst entstanden die Algorithmen, erst dann die Klassifikation in Operatoren.
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Strukturerkennung, ——= Parameter —————= Algorithmen
basierend auf

Formmassen

-

/

"destruktiv"

Ausgangsmassstab Zielmassstab

Abbildung 1.3: Prozeduraler Ansatz basierend auf einer z,y-Reprasentation.

Arbeiten befassen sich mit der I"Jberwindung dieses Knowledge Acquistion Bottleneck, d.h.
des “Flaschenhalses” bei der Integration von Know-How in ein digitales System (Weibel
et al. 1995). Reichenbacher (1995) etwa beschreibt einen Ansatz mittels Interaktionsauf-
zeichnungen und induktivem Lernen.

1.2 Problemstellung

Zusammenfassend lassen sich im Bereich der digitalen Generalisierung im wesentlichen zwei
hemmende Faktoren ausmachen:

1. die beschrankte Flexibilitdt bestehender Algorithmen
2. der Knowledge Acquisition Bottleneck

Beide Probleme — vor allem aber das erste — lassen sich bis zu einem gewissen Grad auf
mangelnde Unterstiitzung durch die zugrundeliegende Linienreprasentation zurtlickfiithren.
Wahrend algorithmische Losungsansatze vielfach an der mangelnden Informationsdichte
der Reprasentation scheitern, bekunden wissensbasierte Methoden Miihe mit der Unstruk-
turiertheit der Daten, welche eine eineindeutige Abbildung von Abschnitten der Ausgangs-
linie auf die Ziellinie verunmoglichen. Wir postulieren nun, dass sich beide Probleme durch
den Einsatz einer geeigneten Linienreprisentation lindern lassen.

Die folgende Metapher soll zur Verdeutlichung des Losungsansatzes beitragen: Man kann
sich eine durch ihre z- und y-Koordinaten dargestellte Linie als Betonblock vorstellen, dessen
Oberkante die eigentliche Linie reprasentiert. Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 1.3 dar-
gestellt. Soll diese Linie nun mit einem prozeduralen Ansatz generalisiert werden, miissen
zuerst die Formmasse der Linie bestimmt werden. Im tibertragenen Sinn bedeutet dies,
dass der Betonblock vermasst wird. Aufgrund dieser Grossen werden die Parameter fiir
den gewahlten Generalisierungsalgorithmus bestimmt. Der Algorithmus muss nun, man-
gels anderer Information, von der Oberkante des Betonblocks ausgehen, und (im Falle der
Linienvereinfachung) nicht signifikante Punkte “wegmeisseln”. Deshalb nennen wir diese
Vorgehensweise auch “destruktiv”3. Dies ist die Situation, wenn Linien — wie meistens der
Fall — durch Koordinatenketten (Polylinien) reprasentiert werden.

3Das Beispiel beschriankt sich der Einfachheit halber auf die Eliminierung einer konvexen Kleinform.
Im allgemeinen Fall miisste allenfalls auch “aufbetoniert” werden.
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Abbildung 1.4: Regelbasierter Ansatz basierend auf einer Komponenten-Représentation.

Eine andere Moglichkeit ware, sich eine “gemauerte” Linie vorzustellen, wie dies in
Abbildung 1.4 illustriert ist. Anstelle des unstrukturierten Betonblocks treten Backsteine in
zwei verschiedenen Grossen. Wir wissen nun, aus welchen Komponenten die Linie aufgebaut
ist und nicht bloss, wie sie sich in der z, y-Ebene manifestiert. Sind wir nun iiberdies in der
Lage, das Backsteinmuster zu deuten, kénnen wir einen entsprechenden Bauplan (Regeln)
zur Konstruktion einer generalisierten Version der Linie erstellen. Deshalb nennen wir diesen
Ansatz auch “konstruktiv”. Dabei liegt das Augenmerk nicht mehr auf der Modifikation
der urspriinglichen Linie, sondern auf der Gestaltung eines eigenstandigen, der Situation
angepassten Linienelements. Die Identifizierung von “Normbauteilen” — in dieser Arbeit
handelt es sich dabei um oszillierende Funktionen unterschiedlicher Bauart — wiirde nun
allenfalls den Einsatz von kiinstlichen Neuronalen Netzen (NN) unterstiitzen. NN sind im
Grunde nichts anderes, als fehlertolerante Klassifikatoren und werden deshalb vorwiegend
fiir die Mustererkennung eingesetzt. Eine weitere Voraussetzung zum Einsatz von NN ist in
der Kartographie ebenfalls gegeben: Linienpaare in der Form Ausgangslinie—(generalisierte)
Ziellinie sind in grosser Fiille vorhanden und konnen grundsatzlich als Inputdaten fiir das
Training von NN gebraucht werden.

Der Einsatz von NN in der Generalisierung wurde bereits von McMaster und Shea
(1992) vorgeschlagen. Allerdings stellen diese Autoren das Finden von geeigneten Parame-
tern fiir algorithmische Generalisierungslosungen in den Vordergrund. Ein anderes Beispiel
fiir den Einsatz von NN in der Kartographie (nicht generalisierungsspezifisch) stellt die
Arbeit von Meng (1993) dar.

1.3 Zielsetzungen

Ziel dieser Arbeit ist es, das Potential alternativer, frequenzbasierter Linienreprasentationen
(Fourierreihen, Wavelets) fiir die Liniengeneralisierung in theoretischer und experimenteller
Hinsicht abzuklaren. Zu diesem Zweck soll eine Software-Plattform entwickelt werden.

Ein zentrales Element dieser Plattform stellt die Verkniipfung der verschiedenen Re-
présentationsebenen dar; wenn der Benutzer oder die Benutzerin in einer bestimmten (Zwi-
schen-)Représentation einen Parameter verédndert oder eine Operation ausfiihrt, dann soll
das Ergebnis dieser Manipulation durch alle Reprasentationsebenen hindurch zuriick in die
Ursprungsreprasentation (Polylinie) propagiert werden. Die Auswirkungen einer Verdnde-
rung sollen also unmittelbar in der Kartenebene beurteilt werden konnen.
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Daneben sollte die Software tiber einfache Editierfunktionen verfiigen, um beispielsweise
eine Linie manuell segmentieren zu kénnen. Diese Anforderungen fiihrten dazu, dass die zu
entwickelnde Plattform den Arbeitstitel REPTILE — kurz fir: “REPresentation Tool and
Interactive Line-editing Environment” — erhielt.

Die betrachteten Linienreprasentationen sollen mit REPTILE im Hinblick auf folgende
Gesichtspunkte explorativ untersucht werden:

Approximationsgenauigkeit: Beurteilung der Abweichungen zwischen Originallinie und
abgetasteter Linie einerseits, und der aus dem Frequenzraum riicktransformierten Li-
nie andererseits.

Robustheit: Abschatzung des Degradationsverhaltens infolge Reduktion der Anzahl Fou-
rier- und Waveletkoeflizienten wiahrend des Rekonstruktionsprozesses.

Fehlerfortpflanzung: Wie wirkt sich ein lokal auftretender Fehler bzw. ein bewusst vor-
genommener Eingriff auf den Rest der rekonstruierten Linie aus?

Diese Experimente sollen nicht anhand eines Beispiels durchgefiihrt werden, sondern
auf einem realen Liniendatensatz basieren. Dabei steht nicht die systematische Auswer-
tung der Daten im Vordergrund. Vielmehr sollen Stichproben aus dieser Grundgesamtheit
dazu dienen, auf Problemfalle aufmerksam zu machen und daraus Anforderungen an die
Repriasentation zu formulieren.

1.4 Begriffe

Englische Ausdriicke

Englische Ausdriicke, welche kein gelaufiges deutsches Synonym aufweisen, werden kursiv
gesetzt. Nach Moglichkeit werden englische Begriffe bei ihrem ersten Auftreten im Text ins
Deutsche tibersetzt.

Nomenklatur

Linie: In dieser Arbeit steht der Begriff “Linie” durchwegs fiir die Mittelachse einer Strasse
in der z,y-Ebene.

Kurve: Wird als Synonym fiir Linie verwendet. Wenn in dieser Arbeit von “Kurven” die
Rede ist, sind damit immer planare Kurven gemeint.

Funktion: Eine Linie in der Parameterebene.

Signal: Wird als Synonym fiir Funktion gebraucht. Von Signal ist normalerweise die Rede,
wenn die unabhéngige Variable z als Zeit aufgefasst wird (und dann als ¢ bezeichnet
wird) im Gegensatz zur Betrachtung von z als Ortsvariable. Beide Sichtweisen sind
austauschbar, wenn man sich vorstellt, dass man eine Kurve mit konstanter Geschwin-
digkeit abschreitet.

Linienpaar: Darunter wird immer eine Linie im Ursprungs- und die entsprechende Linie
im Zielmassstab verstanden. In Anhang B wird ndher auf die verwendeten Daten
eingegangen.



Kapitel 2

Linienreprasentationen

2.1 Zum Begriff der Linienreprasentation

In Anlehnung an Foley et al. (1991, 471) konnen zwei Félle unterschieden werden, in denen
es notig ist, Kurven zu repréasentieren:

1. Modellierung existierender linearer Objekte: In der Kartographie sind dies Fliisse,
Strassen und Eisenbahnlinien, bzw. deren Mittelachsen, welche bei der Kartenerstel-
lung, beispielsweise aufgrund eines Luftbildes, modelliert werden miissen.

2. Modellierung neuer Objekte von Grund auf: Kartographisch generalisierte Linien
verfiigen tiber kein Pendant in der realen Welt. Der Kartograph oder die Kartogra-
phin kreiert ein neues Kartenelement unter Berticksichtigung des Kontexts und unter
Einbezug von kartographischem Wissen.

Im ersten Fall ist kaum eine mathematische Beschreibung des Objekts verfiighar!,
weshalb sich als Modell natiirlich die unendlich vielen Koordinaten des Objekts anbieten
wiirden. Dieses Modell ist aber offensichtlich ungeeignet fiir einen Computer mit seinem end-
lichen Speicher. In der Praxis wird deshalb das Objekt meist aus mathematisch einfach zu
beschreibenden Stiicken approximiert (Geraden im Fall von Polylinien, kubische Polynome
im Fall von Splines), so dass Punkte aus unserem Modell geniigend nahe an entsprechende
Punkte auf dem realen Objekt zu liegen kommen. Wir nennen diese Reprasentation fortan
die Kartierungs-Reprasentation.

Im zweiten Fall kann die kartierende Person das Objekt im Modellierungsprozess er-
zeugen. Das Objekt ist somit deckungsgleich mit der Reprisentation, denn das Objekt
manifestiert sich einzig durch seine Reprasentation. Bei der manuellen Generalisierung am
Bildschirm wird sich diese Generalisierungs-Reprdasentation kaum von der Kartierungs-
Reprasentation unterscheiden. Der Grund liegt in der Einfachheit von stiickweise approxi-
mierten Liniensegmenten, welche es der generalisierenden Person unmittelbar erlauben, ihre
vorest mental vereinfachte Linie in die Kartenebene umzusetzen.

Bislang wurden auch in der computergestiitzen, (semi-)automatischen Generalisierung
Kartierungs- und Generalisierungs-Reprasentation als identisch betrachtet. Es ist jedoch zu
vermuten, dass sich die ideale Reprasentation fiir die computergestiizte Generalisierung von

!Es sei denn, es handle sich um geometrische, anthropogene Objekte wie z.B. einen Strassenkreisel.
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der idealen Kartierungs-Reprasentation unterscheidet. Diese Erkenntnis wird in anderen Be-
reichen von GIS bereits seit langem umgesetzt. So werden Linien fiir topologische Analysen
nicht als Polylinien, sondern als Knoten und Vektoren reprasentiert und flir Ausbreitungs-
modellierungen werden die Daten als Rasterzellen dargestellt. Laurini und Thompson (1992,
334) bestitigen diese Sicht der Dinge: “It is unlikely too that a single way explicitly to en-
code spatial phenomena can efficiently provide for all the diverse needs and uses of spatial
databases.” Wir gehen deshalb davon aus, dass sich die idealen Linienreprasentationen fiir
die Kartierung bzw. die Generalisierung unterscheiden. Dieses Modell ist in Abbildung 2.1
links dargestellt.

Ist jedoch beabsichtigt, kartographisches Wissen aus manuell generalisierten Linien-
paaren zu extrahieren, dann geniigt dieses Modell bereits nicht mehr. Es stellen sich zwei
Probleme:

1. Es ist fraglich, ob es gelingt, reprasentationsiibergreifende Regeln zu extrahieren.

2. Falls ja, missten diese Regeln in der Kartierungs-Reprasentation angewandt wer-
den, d.h. in einer fiir die wissensbasierte Generalisierung vermutlich suboptimalen
Reprasentation.

Abhilfe schafft die Konvertierung der Ursprungslinie in die Generalisierungs-Repréasen-
tation, wie in Abbildung 2.1 rechts dargestellt. Die Regeln konnen innerhalb der Genera-
lisierungs-Reprasentation extrahiert werden und auch in dieser Reprasentation angewandt
werden. Erst dann wird das Resultat wieder in die Kartierungs-Représentation konver-
tiert. Dieses Modell erfordert jedoch, dass die Generalisierungs-Reprasentation invertier-
bar ist (im Gegensatz zum einfacheren Modell, wo sich die Generalisierung immer in der
Kartierungs-Repréasentation abspielt).

Da wir geeignete Linienreprésentationen fiir die Generalisierung auch im Hinblick auf
den Einsatz in wissensbasierten Systemen (wie z.B. Neuronalen Netzen) suchen, nehmen

Ursprungslinie Ursprungslinie

Kartierungs-Représentation Kartierungs-Représentation

Generalisierung

Ursprungslinie

Regeln ?
Generalisierungs-Représentation
—
Generalisierung
Regeln
Ziellinie Ziellinie
Generalisierungs-Repréasentation Generalisierungs-Représentation

Abbildung 2.1: Extraktion von Regeln aus manuell generalisierten Linienpaaren. Links ohne
Konvertierung der Ursprungslinie in die Generalisierungs-Reprasentation, rechts mit ent-
sprechender Konvertierung.
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wir letzteres Modell als Grundlage. Neben der Invertierbarkeit stellen sich aber noch andere
Anforderungen an eine Linienreprasentation. Darauf wird im néichsten Abschnitt eingegan-
gen.

2.2 Anforderungen an eine Linienreprasentation

Eine brauchbare Linienreprasentation fir die kartographische Generalisierung muss not-
wendigerweise verschiedene Kriterien erfiillen. Fin Grossteil dieser Kriterien deckt sich
mit solchen, wie sie aus dem Bereich der Computer Vision? bekannt sind. Mokhtarian
und Mackworth (1992) stellen folgende Anforderungen an eine in der Praxis einsetzbare
Reprasentation fiir planare Kurven. Wenn dabei von Kurven die Rede ist, welche dieselbe
Form aufweisen, dann bedeutet dies, dass eine Transformation, bestehend aus gleichformiger
Skalierung, Rotation und Translation, existiert, welche zur Deckungsgleichheit der beiden
Kurven fihrt.

Invarianz (invariance): Wenn zwei Kurven dieselbe Form aufweisen, dann sollten sie
auch dieselbe Beschreibung® aufweisen.

Einmaligkeit (uniqueness): Wenn zwei Kurven nicht dieselbe Form aufweisen, dann
sollten sich auch ihre Beschreibungen unterscheiden.

Stabilitit (stability): Wenn sich die Form zweier Kurven nur geringfiigig unterscheidet,
dann sollten sich auch ihre Beschreibungen nur geringfiigig unterscheiden. Die Um-
kehrung dieser Bedingung muss ebenso erfiillt sein. Daraus folgt, dass, wenn sich zwei
Beschreibungen ahnlich sind, auch die Kurven, welche sie reprasentieren, ahnlich sind.

Effizienz (efficiency): Die Reprisentation sollte einfach zu berechnen und zu speichern
sein. Dies ist insbesondere dann von Bedeutung, wenn die Représentation in Echtzeit-
Systemen (z.B. zur Generalisierung) eingesetzt werden soll.

Einfach zu implementieren (ease of implementation): Wenn zwei oder mehrere
gleichwertige Reprisentationen zur Auswahl stehen, dann soll jene gewahlt werden,
welche am wenigsten Zeit flir die Implementierung in Anspruch nimmt.

Berechnung von Formmassen (computation of shape properties): Es kann von
Nutzen sein, wenn Formeigenschaften einer Kurve aufgrund ihrer Beschreibung be-
stimmt werden konnen. Wenn eine Kurve z.B. eine symmetrische Form aufweist, wére
es wiinschenswert, wenn dieser Umstand aus der Beschreibung ersichtlich wére (das
Symmetrie-Kriterium). Es ist ebenfalls zu begriissen, wenn aus lokalen Extrema der
Beschreibung auf Formeigenschaften der Kurve geschlossen werden kann (z.B. auf
Wendepunkte).

Diese Forschungsrichtung beschiiftigt sich in erster Linie mit der Identifizierung von Objekten innerhalb
von digitalen Bildszenen.

3Die Autoren benutzen in der Aufzihlung jeweils den Begriff Reprasentation, welcher in diesem Zusam-
menhang jedoch unangebracht ist. Eine Reprasentation ist ein Satz von Konventionen zur Beschreibung
einer Klasse von Dingen. Eine Beschreibung benutzt diese Konventionen zur Charakterisierung eines be-
stimmten Elements aus dieser Klasse (Winston 1984).
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Ein Kriterium, welches Mokhtarian und Mackworth (1992) nicht erwéhnen (und welches
die von ihnen vorgeschlagene Reprasentation auch nicht erfiillt, vgl. 2.3.2), welches aber fiir
eine Generalisierungs-Reprisentation von eminenter Wichtigkeit* ist, ist die Invertierbar-
keit. Dies bedeutet, dass die Kurve aufgrund ihrer Beschreibung rekonstruierbar sein muss.
In der Computer Vision ist dieses Kriterium nicht von Bedeutung, da es in erster Linie dar-
um geht, Objekte zu klassieren. Die blosse Zuordnung einer Kurve zu ihrer Beschreibung
ist fir diesen Zweck hinreichend.

Weitere Kriterien, insbesondere wenn die Reprasentation auch als Input-Darstellung fiir
Neuronale Netze Verwendung finden soll, sind:

Fixe Linge: Der Umfang der Beschreibung sollte nicht von der Lange der Linie abhéngen,
sondern lediglich von deren Komplexitat. Mit einer gentigend grossen Anzahl Werte
sollte somit jede Linie hinreichend genau approximiert werden kénnen.

Beschrankter Wertebereich: Im Idealfall weisen die Werte der Beschreibung einen be-
schrankten Wertebereich auf. Ein bekannter Wertebereich erleichtert die Skalierung.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird immer wieder Bezug auf die hier genannten
Kriterien genommen, um die Qualitat einer Reprisentation abschatzen zu konnen. Auch
die im néchsten Abschnitt kurz besprochenen Reprasentationen werden im Hinblick auf
diese Kriterien bewertet.

2.3 Arten von Reprasentationen

Linienreprasentationen lassen sich zunachst in zwei grundlegend verschiedene Klassen un-
terteilen:

Lokalisierte Reprasentationen: Einige ausgewahlte Samplingpunkte in der z,y-Ebene
definieren die Lokalisierung der Linie in der Kartenebene. Samtliche Représentationen
in der z,y-Ebene gehoren in diese Klasse, sowohl diskrete (Raster) als auch stetige
(Polylinien, Splines®). Lokalisierte Reprisentationen werden in Abschnitt 2.3.1 behan-
delt.

Parametrische Reprasentationen: z- und y-Koordinaten werden implizit oder explizit
als Funktion eines Parameters t, meist die kurvilineare Distanz entlang der Kurve,
ausgedriickt. Chain-Codes (Freeman 1974) und der Psi-S-Plot (Ballard und Brown
1982) sind Beispiele dafiir. Parametrisierte Repréisentationen werden in Kapitel 5
ausfihrlich behandelt.

Lokalisierte Représentationen eignen sich schlecht als Grundlage fiir andere, héher ent-
wickelte Linienreprasentationen. Die Griinde dafiir werden im néchsten Abschnitt erlautert.
Diese Aussage trifft nicht auf parametrisierte Liniendarstellungen zu, welche als Grundlage
fiir viele andere Reprasentationen herbeigezogen werden:

4Sofern sie auf dem Modell in Abbildung 2.1 rechts basiert.

®Streng genommen handelt es sich bei diesen beiden Reprisentationen um stickweise parametrische
Darstellungen. Da aber nicht ein kontinuierlicher Parametersatz fiir die ganze Linie verwendet werden
kann, wird sie als lokalisierte Reprisentation eingestuft.
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Scale-Space Images: Dabei handelt es sich um eine qualitative Beschreibung einer pa-
rametrisierten Kurve. Ein Beispiel dafiir ist das Curvature Scale-Space Image (CSSI)
(Mokhtarian und Mackworth 1992), welches in Abschnitt 2.3.2 kurz beschrieben wird.

Frequenzbasierte Reprasentationen: Liniendarstellungen, welche auf den Frequenzge-
halt einer Funktion abstellen. Im Falle von Fourierreihen handelt es sich um Sinus-
und Cosinus-Kurven, im Falle von Wavelets um eine grossere Palette von oszillieren-
den Funktionen. Diese beiden spektralen Reprasentationen werden in den Kapiteln 6,
bzw. 7 ausfiihrlich behandelt.

2.3.1 Im Ortsraum lokalisierte Reprasentationen

Lokalisierte Représentationen unterscheiden sich hauptsichlich durch die Anzahl Stiitz-
punkte die gebraucht werden, um die Linie mit einer hinreichend guten Approximationsge-
nauigkeit zu modellieren. Diese Anzahl hangt ihrerseits ab von der Ordnung der Polynome,
welche zur Interpolation zwischen diesen Punkten zur Anwendung gelangen. Im einfachsten
Fall der Polylinie sind dies Polynome erster Ordnung, also Geraden. Bei der Modellierung
handelt es demnach um nichts anderes als um eine stiickweise lineare Approximation der
Kurve. Sobald die zu approximierende Kurve nicht stiickweise linear ist, muss eine grosse
Zahl von Koordinaten erfasst werden, um eine geniigend gute Approximation zu erzielen.
Das Editieren einer solchen Linie gestaltet sich dementsprechend miihsam, weil eine grosse
Zahl von Punkten exakt umplaziert werden muss.

Kompakter und besser manipulierbar als Polylinien sind Splines. Die Approximation
zwischen Punkten erfolgt dabei durch polynomiale Kurven héherer Ordnung. Fiir die mei-
sten Anwendungen geniigen kubische Polynome der Form

z(t) = agt? + byt? + cut + dy,
y(t) = ayt® + byt? + eyt +dy, 0<t<1.

Die verschiedenen Spline-Arten unterscheiden sich durch die Randbedingungen, welche zur
Auflosung des obigen Gleichungssystems beigezogen werden. Bei den am weitesten verbrei-
teten Splines, den Bézier-Kurven, werden diese durch die beiden Endpunkte des Segments
und zwei weitere Punkte, welche die Tangenten in den Endpunkten bestimmen, geliefert.
Da nur die Parameter der Gleichungen gespeichert werden miissen, ermdoglichen Splines
eine effiziente Datenhaltung. Dies aber auch nur, wenn die zu modellierende Kurve einen
stetigen Verlauf aufweist. Zur Approximation administrativer Grenzen beispielsweise eig-
nen sich Splines eher schlecht, da sie immer einen glatten Verlauf aufweisen (vgl. Abbildung
2.2).

Wie sich lokalisierte Reprasentationen in bezug auf die in Abschnitt 2.2 definierten
Kriterien verhalten, ist in Tabelle 2.1 zusammengefasst.

Weil es sich um einen Spezialfall handelt, wenn eine planare Kurve durch eine explizite
Funktion der Form y = f(z) beschrieben werden kann, eignen sich lokalisierte Linienre-
préasentationen schlecht als Grundlage fiir andere Reprasentationen. Im allgemeinen handelt
es sich namlich bei einer kartographischen Kurve nicht um eine Funktion. Obwohl manch-
mal durch die Rotation des Koordinatensystems (Laurini und Thompson 1992, 146) eine
Funktion erzielt werden kann, ist es im Normalfall schwierig, eine Linie in einer solchen
Reprasentation mathematisch zu behandeln. Treten beispielsweise vertikale Liniensegmente
auf, wird die Steigung (1. Ableitung) an diesem Punkt unendlich. Erst die Parametrisierung
(vgl. Kapitel 5) transformiert eine lokalisierte Reprasentation in eine Funktion.



12 KAPITEL 2. LINIENREPRASENTATIONEN
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Polyline Spline (interpoliert) Spline (interpoliert)
(4 Punkte) (4 Punkte) (8 Punkte)

Abbildung 2.2: Splines eignen sich schlecht fiir die Reprasentation unstetiger Kurven.

Invarianz nicht erfullt
Einmaligkeit erfiillt
Stabilitat erfillt
Effizienz erfullt®
Einfach zu implementieren erfiillt
Berechnung von Formmassen nicht erfiillt
Invertierbarkeit erfiillt

fixe Lange nicht erfullt
definierter Wertebereich nicht erfiillt

“Die computationelle Komplexitit als Funktion
der Lénge der Kurve ist linear.

Tabelle 2.1: Erfiillte und unerfiillte Kriterien von lokalisierten Reprasentationen.

2.3.2 Scale-Space Images

Multiscale Representations (Reprasentationen in Mehrfachmassstében) fiir eindimensionale
Funktionen wurden erstmals von Stansfield (1980) vorgeschlagen und spater durch Wit-
kin (1983) entwickelt. Dabei wird ein Signal f(z) mit einer Gauss’schen Funktion gefal-
tet, was zu einer geglitteten Version des Signals fiihrt®. Die Faltung hingt ab von z, der
unabhédngigen Variable des Signals, und von o, der Standardabweichung der Gauss’schen
Funktion. Die Faltung ist gegeben durch:

(2 F(,0) = f@)og(e.0) = [ f(w)

1 (z—u)?
2

e 22 du,

oV 2T

wobei “o”die Faltung in bezug auf z bezeichnet. Diese Funktion definiert eine Oberflache
iiber der (z,0)-Ebene. Bei jedem Profil dieser Oberfléche entlang einem konstanten o han-
delt es sich um eine gegléttete Version von f(z) (Abbildung 2.3 (a)). Witkin nennt die
(z,0)-Ebene Scale Space und die in Gleichung 2.1 definierte Funktion F' das Scale Space
Image von f. In einem solchen Scale-Space Image lassen sich nun Extrema des geglatteten
Signals durch verschiedene Werte von ¢ verfolgen. Bei den Nullstellen der zweiten Ablei-
tung (Fyz = 0) handelt es sich um Steigungsextrema, welche die Lokalisierung der Wende-
punkte der Funktion erlauben. In Abbildung 2.3 (b) sind die Pfade, welche Wendepunkte
bei der zunehmenden Glattung des Signals zuriicklegen, wiedergegeben. Die Schnittpunk-
te einer horizontalen Linie mit diesen Pfaden definieren die Wendepunkte des Signals fiir

5Mokhtarian und Mackworth (1992) nennen diesen Vorgang Evolution und sprechen deshalb auch von
der evolvierten (entwickelten) Version einer Funktion.
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Abbildung 2.3: (a) Eine Sequenz von Gauss’schen Glattungen einer Funktion, mit von oben
nach unten abnehmendem o. Jeder dieser Graphen entspricht dem Querschnitt durch das
Scale-Space Image entlang einem gegebenen (konstanten) o-Wert.

(b) Aquilinien der Wendepunkte in einem Scale-Space Image. Die z-Achse verlduft horizon-
tal; o nimmt von unten nach oben zu (aus Witkin 1983).

ein bestimmtes o. Durch das Verschieben dieser horizontalen Linie nach oben und unten
konnen die entsprechenden Extrema fiir kleinere und grossere Werte von o abgelesen wer-
den. Mokhtarian und Mackworth (1992) dehnten das Konzept von Scale-Space Images, in
der Version von Witkin lediglich auf Funktionen beschréankt, auf planare Kurven beliebiger
Form aus (auch auf geschlossene). Die Autoren nennen ihre neue Représentation Curva-
ture Scale-Space Image (CSSI). Diese unterscheidet sich im wesentlichen dadurch, dass die
zu repréasentierende Kurve zuerst parametrisiert wird (kurvilineare Parametrisierung, siehe
Abschnitt 5.1), womit die fiir ein Scale-Space Image nétige Funktion erhalten wird. Ein wei-
terer Unterschied besteht in der Nomenklatur: Das CSSI von Mokhtarian und Mackworth
(1992) beschreibt im Gegensatz zu Witkins Scale Space-Image keine Oberflache, sondern
gleich die Pfade, welche Wendepunkte wéhrend der Evolution einer Kurve beschreiben (Ab-
bildung 2.4).

L nttl A

Abbildung 2.4: Umriss der Schweiz uberlagert mit den entwickelten Versionen fiir die o-
Werte 2, 4, 8, 16, 32 und 64 (links) und dazugehériges Curvature Scale-Space Image (rechts).
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Die Autoren des CSSI halten fest, dass es sich beim (CSSI um eine unter Rotation,
gleichformiger Skalierung und Translation invariante Reprasentation handle. Eigene Tests
basierend auf dem Programmcode von Mokhtarian (1994) und eine ausfiihrliche Behandlung
durch Fritsch (1994) im Rahmen eines Aufenthalts am GIUZ haben jedoch ergeben, dass
zumindest das Kriterium der Rotationsinvarianz nicht erfullt werden konnte. Der eigentliche
Grund, weshalb diese Reprasentation in dieser Arbeit nicht weiterverfolgt wurde, ist jedoch
die Nicht-Erfiillung des Invertierbarkeits-Kriteriums. Die erforderliche Invarianz gegeniiber
affinen Transformationen hatte durch eine sorgféltigere und robustere Normalisierung der
Daten, als sie im verfiigbaren Code vorgefunden wurde, erzielt werden konnen (vgl. auch
Kapitel 4). Da es aber gemiss Mokhtarian (E-Mail Korrespondenz, 1994) nicht méglich ist,
aus einem CSSI die urspriingliche Kurve zu rekonstruieren, fallt sie als Generalisierungs-
Reprasentation ausser Betracht.



Kapitel 3

Abtastung

Die fiir diese Arbeit zur Verfiigung stehenden Liniendaten liegen urspriinglich in einer
Polylinien-Reprasentation vor, d.h. als geordnete Liste von Koordinaten-Paaren. Die Lange
der (linearen) Liniensegmente, welche diese Punkte miteinander verbinden, ist unterschied-
lich. Anders ausgedriickt: in bezug auf die kurvilineare Distanz der Kurve liegt keine
aquidistante Abtastung (engl. Sampling) der Kurve vor. Bei der kurvilinearen Distanz u
eines Punktes P handelt es sich um die Lange des Weges, welcher entlang der Linie
zuriickgelegt werden muss, um von deren Anfangspunkt zu diesem Punkt zu gelangen
(Abbildung 3.1). Die Frage, ob sich eine dquidistante Abtastung einer Polylinien-Kurve
aufdrangt, lasst sich unter dem Gesichtspunkt der in Abschnitt 2.2 aufgefiihrten Anforde-
rungen an eine Reprasentation betrachten:

Effizienz: Das Kriterium der Speichereffizienz spricht klar gegen eine aquidistante Abta-
stung der Kurve, da redundante Punkte in die Beschreibung eingefiigt wiirden. Die
gleichzeitig geforderte rechnerische Effizienz andererseits rechtfertigt die Abtastung,
insbesondere wenn abgeleitete Reprasentationen berechnet werden sollen, welche auf
einer numerischen Integration beruhen.

Einfachheit der Implementation: Die numerische Integration der Linienlange ist einfa-
cher zu implementieren, wenn die Datenwerte in dquidistanten Abstdnden vorliegen.

Abbildung 3.1: Die kurvilineare Distanz u bis zum Punkt P betragt in diesem Beispiel

u=+v152+1+1.5++0.52+1=4.42.
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¢ Datenpunkt P,
o Samplingpunkt S,

Abbildung 3.2: Die Walking Divider-Abtastmethode mit einer Schrittweite s. Datenpunkte
sind mit P, bezeichnet, Samplingpukte mit S,,. Siehe Text fiir Erlauterungen.

Aufgrund dieser Uberlegungen wird in einem ersten Vorverarbeitungsschritt jede zu
verarbeitende Linie einer Abtastung unterzogen. Fiir die dquidistante Abtastung bietet sich
speziell die Methode der Walking Dividers an, welche im néchsten Abschnitt behandelt
wird.

3.1 Walking Dividers

Der Walking-Dividers-Algorithmus ist ein verbreitetes Verfahren zur Abtastung von Kur-
ven, das beispielsweise auch zur Bestimmung der fraktalen Dimension eingesetzt wird
(Goodchild und Mark 1987). Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich auf Abbildung 3.2,
in der die Funktionsweise des Algorithmus’ anhand eines Beispiels aufgezeigt wird. Einzi-
ger Parameter des Walking-Dividers-Algorithmus ist die Schrittweite s, mit der die Kurve
abgeschritten wird. Der erste Samplingpunkt (S7) féllt immer mit dem ersten Datenpunkt
(Py) zusammen. Um den néchstfolgenden Samplingpunkt Sy zu bestimmen, wird ein Kreis
mit Radius s und Mittelpunkt S7 gezogen. Vereinfacht ausgedriickt bestimmt der Schnitt-
punkt dieses Kreisbogens mit dem “néchsten” Liniensegment den gesuchten Punkt Ss.
Im Falle des gesuchten Samplingpunkts S, handelt es sich dabei um das Segment P;Ps.
Beim “nachsten” Liniensegment flir einen gesuchten Samplingpunkt Sy, kann es sich im
allgemeinen Fall handeln um:

e dasselbe Segment, auf welchem sich S,,_1 befindet (die Punkte S, S5, 57 und Sio in
Abb. 3.2)

e das dem Segment, auf welchem sich S,,_; befindet, unmittelbar folgende Segment (die
Punkte S3,S4 und Sﬁ)

e cines der dem Segment, auf welchem sich S, 1 befindet, folgenden Segmente, jedoch
nicht das unmittelbar folgende Segment (der Punkt Sg)

e einen Datenpunkt, der ein Liniensegment definiert (der Punkt S9 und, als Spezialfall,
der Anfangspunkt Si)
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Abbildung 3.3: Die Linie 587ungen im Massstab 1:100’000 mit iiberlagerter abgetasteter
Linie (Schrittweite 0.5). Bedingt durch die kleine Schrittweite und den kleinen Massstab
erscheinen die beiden Kurven deckungsgleich (links). Mit einer Schrittweite von 40 Ein-
heiten nimmt die Approximationsgenauigkeit jedoch ab und es entsteht eine rudimentar
vereinfachte Version der Linie (rechts).

Der letzte Fall tritt sehr selten auf. Im allgemeinen beinhalten die durch Walking Dividers
erzeugten Samplingpunkte die urspriinglichen Datenpunkte, abgesehen vom Anfangspunkt,
namlich nicht. Daraus folgt, dass die urspriingliche Polylinie aufgrund der resultierenden
Samplingpunkte nicht exakt rekonstruiert, sondern lediglich approximiert werden kann.
Dies ist der Preis, der fiir die dquidistante Anordnung der Samplingpunkte zu bezahlen ist.
In Abschnitt 3.3 wird jedoch gezeigt, dass die Eliminierung von Datenpunkten auch positive
Effekte zeitigen kann.

3.2 Approximationsqualitat

In der implementierten Experimentierplattform REPTILE kann die Abtastschrittweite be-
liebig variiert werden. Unmittelbar nach einer Anderung der Schrittweite werden die Samp-
lingpunkte neu berechnet und zusammen mit der Ausgangslinie in der z, y-Ebene dargestellt.
Auf diese Weise kann die Veranderung der Approximationsqualitit in Echtzeit verfolgt wer-
den. Wie aus Abbildung 3.3 ersichtlich ist, kann durch eine Vergrosserung der Schrittweite
eine rudimentare Vereinfachung der Linie erzielt werden. Es ist jedoch dringend davor ab-
zuraten, die Walking-Dividers-Methode als “Generalisierungs”-Algorithmus einzusetzen. In
technischer Hinsicht besteht das Haupthindernis vor allem darin, dass dem Algorithmus die
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notige Stabilitdt fehlt: Eine Form (z.B. eine Haarnadelkurve) kann bei einer bestimmten
Schrittweite s eliminiert werden, was jedoch nicht heisst, dass sie nach einem Anheben der
Samplingdistanz nicht plotzlich wieder zum Vorschein kommt. Dieses Verhalten riihrt da-
her, dass eine Veranderung der Schrittweite die Position samtlicher Abtastpunkte verandert.
Wird der Walking-Dividers-Algorithmus, wie in dieser Arbeit, lediglich als Abtastmethode
verwendet, ist diese Instabilitat jedoch unerheblich.

In den folgenden beiden Abschnitten wird auf die Ursache von Approximationsfehlern
eingegangen und versucht, deren maximalen Betrag in Abhangigkeit der Schrittweite zu be-
stimmen. Die auftretenden Naherungsfehler sind unterschiedlicher Natur: Es handelt sich um
flachenhafte Fehler einerseits und um eine Linienverkirzung andererseits. Positionsfehler
(d.h. “falsche” Abtastpunkte) kénnen nicht auftreten, da jeder Abtastpunkt algorithmusbe-
dingt auf der Ursprungslinie liegen muss.

3.2.1 Flachenhafte Fehler

Flachenhafte Fehler entstehen durch mangelnde Information dartiber, wie die Abtastpunkte
an Unstetigkeitsstellen (d.h. Orten, wo die Kurve ihre Richtung &ndert) verbunden werden
miissen. Ein Beispiel dafiir ist das Segment S5S3 in Abbildung 3.2. Da der Punkt P, nicht
zur Menge der Samplingpunkte gehort, entsteht ein flichenhafter Fehler in der Grosse der
Dreiecksfliche P»S2S3. Der Betrag A dieser Fliache ist abhangig vom Winkel, welche die
beiden Liniensegmente P; P> und P, P3 beschreiben, kann aber maximal gleich der Flache
des gleichseitigen! Dreiecks mit Seitenlénge s (= Schrittweite) sein:

(3.1) A< %\/ﬁ

Mit wievielen solcher Residualdreiecke haben wir es nun zu tun? Diese Zahl hangt
vom Verhaltnis der Auflosungsgenauigkeit 7 der Ursprungsdaten zur Schrittweite s ab. Die
Grosse r bestimmt den Minimalabstand zweier Datenpunkte und demzufolge auch die mi-
nimale Lange, welche ein Segment der Ausgangslinie aufweisen kann. Links in Abbildung
3.4 ist dargestellt, welche Probleme auftreten konnen, wenn r = s ist. Die etwas starkere
Linie stellt die Ausgangslinie mit ihren Stiitzpunkten A, B und C dar. Die Strecke BC
entspricht dabei genau der maximalen Auflésung r der Linie (d.h. dem kiirzestmdglichen
Liniensegment). Die schwarzen Punkte markieren bereits definierte Samplingpunkte. Ein
Kreis mit Mittelpunkt S, dem zuletzt bestimmten Samplingpunkt, und Radius s; wird da-
zu benutzt, den Folgepunkt zu finden. Bedingt durch die Kiirze des Segments BC und den
spitzen Winkel zwischen AB und BC exisiert aber kein Schnittpunkt zwischen Kreisbogen
und dem Segment BC. Dies bedeutet, dass kein Samplingpunkt auf letzteres Segment zu
liegen kommt, sondern erst wieder auf das — in der Abbildung nicht dargestellte — Segment
CD. Ein Beispiel dafiir ist auch das Liniensegment PsPs in Abbildung 3.2, welches leer
ausgeht. Eine Garantie dafiir, dass auf jedes Segment der Ursprungslinie mindestens ein
Samplingpunkt zu liegen kommt, besteht nur dann, wenn gilt:

r

(3.2) - 22

Diese Untergrenze der Abtastrate entspricht genau der Nyquist-Frequenz wie sie aus der
Sampling- Theorie hinldnglich bekannt ist (Ballard und Brown 1982).

!Genau genommen haben wir es nie mit einem gleichseitigen Dreieck zu tun, weil die Strecke S»P»
immer kleiner als s ist. Wir driicken diese Tatsache im weiteren Verlauf durch eine Ungleichung aus.
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Abbildung 3.4: Die Schrittweite s muss kleiner als die Hélfte der Auflésung r der ur-
spriinglichen Polylinie sein, damit auf jedes Liniensegment mindestens ein Abtastpunkt
entfallt. Siehe Text fiir genauere Erlauterungen.

In Abbildung 3.4 rechts ist Bedingung 3.2 veranschaulicht. Zu bemerken ist, dass es
sich dabei um einen Beinahe-Spezialfall handelt, indem gilt a + ¢ = s, € — 0. Mit an-
deren Worten: a ist beinahe gleich s9. Dieser Fall wurde deshalb gew&hlt, um zu zeigen,
dass unter Voraussetzung von Bedingung 3.2 jederzeit der ganze Kreis K1(S, s2) im Kreis
K5(B,r) enthalten ist und somit der gesuchte Schnittpunkt immer existiert. Nun lasst sich
der maximal auftretende flachenhafte Approximationsfehler E 4 4, in Abhéngigkeit von der
Anzahl Datenpunkte n der Polylinie wie folgt bestimmen:

(3.3) Emaz < (n—2)5/3, fir0<s<?

Wie zu erwarten, tendiert dieser Fehler fiir s — 0 gegen Null.

3.2.2 Linienverkiirzung

Die Linienverkiirzung, welche aus der Abtastung mit Walking Dividers resultiert, hat zwei
Ursachen: Zum einen bedingt die Dreiecksungleichung, dass jede Unstetigkeitsstelle der Po-
lylinie einen Beitrag zur Verkiirzung liefert. Pro Datenpunkt strebt dieser gegen 2s (im
Falle von aufeinanderfolgenden Liniensegementen mit entgegengesetzem Richtungssinn).
Zum anderen fallen im allgemeinen der letzte Datenpunkt und der letzte Abtastpunkt nicht
zusammen (vgl. Ps und Sig in Abb. 3.2), woraus ebenfalls eine Verkiirzung der Linie um ma-
ximal s resultiert. Die maximale Linienverkiirzung E7, 4, in Abhéngigkeit von der Anzahl
Punkte der urspriinglichen Polylinie n ergibt sich demnach wie folgt:

(3.4) ElLmaz < (n—2)2s+s, fir0<s<5F

3.3 'Wahl der Schrittweite

Die fiir diese Arbeit zur Verfligung stehenden Liniendaten (vgl. Anhang B) weisen eine
geometrische Genauigkeit von 10 Metern auf. Kodiert sind die Daten jedoch in Dekameter-
FEinheiten, was bedeutet, dass der Auflosungsparameter r den Wert 1 aufweist. Um Bedin-
gung 3.2 zu erfiillen, darf die Schrittweite s also nicht grosser als 0.5 sein.

Ein Blick auf Tabelle 3.1 geniigt, um festzustellen, dass die in den beiden vorhergehen-
den Abschnitten beschriebenen maximalen Approximationsfehler F4pmae und E7 paq, auf
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Linie | n, Schritt-|| Egmqz/n | tatsdchl. | in % || ELmaz/n | tatsdchl. | in %
Liange | weite Es/n des EfLmaz/n | des
max. max.
Wertes Wertes
587 184, 0.5 0.1071 0.0106 9.9 0.9918 0.0193 1.9
1511.06| 1¢ 0.4283 0.0479 11.2 1.9837 0.0492 2.5
596 98, 0.5 0.1060 0.0088 8.3 0.9846 0.0095 1.0
1189.93| 1@ 0.4242 0.0327 7.7 1.9693 0.0197 1.0

“Diese Schrittweite erfiillt die in Ungleichung 3.2 aufgestellte Bedingung formell nicht mehr. Es wurde
jedoch iiberpriift, dass auf jedes Liniensegment ein Abtastpunkt zu liegen kommt. Insofern ist die Bedingung
materiell erfiillt.

Tabelle 3.1: Gegeniiberstellung von maximal méglichen flichenhaften Approximationsfehlern
F A mae und beobachteten Abweichungen F 4, sowie der entsprechenden Werte fiir entstehen-
de Linienverkiirzungen (Ermaz, bzw. EL).

kartographische Linien angewandt, rein theoretischer Natur sind. In dieser Tabelle sind fiir
zwei Linien die theoretischen Maximalwerte pro Datenpunkt? den tatsichlich beobachte-
ten gegentiibergestellt. Es zeigt sich, dass die flichenhaften Abweichungen kaum mehr als
10% des theoretisch moglichen Wertes ausmachen, in bezug auf die Linienverkiirzung sogar
nicht iiber 2.5% hinauskommen. Die beiden gewéhlten Beispiellinien 587ungen (Abb. 3.3)
und 596ungen (Abb. 3.6) unterscheiden sich vor allem durch ihre Angularitét. Als einfa-
ches Mass dafiir wurde die Summe der absoluten Winkeldnderungen, dividiert durch die
Lénge der Linie, beigezogen. Die Linie 587ungen weist demnach eine (hohe) Angularitét
von 0.0591 auf, die Linie 596ungen eine (kleinere) von 0.0318. Wie zu erwarten, wirken
sich Anderungen der Schrittweite auf Linien mit hoher Angularitat starker aus: Infolge
Erhéhung der Schrittweite von 0.5 auf 1 nimmt der beobachtete flichenhafte Fehler F4
fiir Linie 587ungen um 352% zu, wahrend die entsprechende Zunahme fiir Linie 596ungen
lediglich bei 272% liegt. Dasselbe ldsst sich fiir die Linienverkiirzung beobachten, wo sich
die Zunahmen auf 154% (587ungen), respektive 107% (596ungen) belaufen. In Anbetracht
der relativ kleinen Fehler® erscheint eine Abtastung mit einer Schrittweite von der Halfte
der geometrischen Prazision der Ausgangsdaten fiir unsere Zwecke als gentigend. Es kann
jedoch durchaus von Vorteil sein, die Schrittweite bewusst grosser als diesen Schwellwert
zu wahlen, um kleinste Knitterungen zu eliminieren. Solche Kleinstformen sind haufig das
Produkt von Digitalisierfehlern. Ein Beispiel eines solchen moglichen Aufnahmefehlers ist
in Abbildung 3.5 wiedergegeben. Allerdings ist es schwierig, solche Mikroinflexionen in ei-
ner x,y-Reprisentation einer Kurve zu entdecken. In einem %, a-Plot, wie er in Abschnitt
5.4 behandelt wird, sind solche Unstetigkeiten jedoch einfach auszumachen. In der Praxis
wird deshalb die Schrittweite nach Begutachtung der parametrisierten Version mit Vorteil
nochmals angepasst (vgl. Abschnitt 5.4.4).

Fir den Rest dieser Arbeit wird nun von aquidistant abgetasteten Linien ausgegangen.
Dies bedeutet u.a., dass sich auch die kurvilineare Distanz nunmehr auf die abgetastete

*Diese Normalisierung wurde vorgenommen, damit die beiden Linien auch untereinander verglichen
werden konnen.

3Der absolute flichenhafte Fehler fiir 587ungen mit s = 0.5 entspricht einem Quadrat mit Seitenlinge
1.4, bei einer Linienldnge von 1511.
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Abbildung 3.5: Ausschnitt der Linie 536ungen im
Massstab 1:2200. Links: Ein Abtastschritt von 1 fiihrt
zur Rekonstruktion eines mutmasslichen Digitalisier-
fehlers. Rechts: Mit Schrittweite 3 fallen keine Abtast-

punkte mehr auf die fraglichen Segmente.
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Abbildung  3.6: Linie
596ungen, deren Approxi-
mationsverhalten in Tabelle
3.1 zusammengestellt ist.

Linie bezieht und gleichzeitig diskretisiert wurde. Der neue kurvilineare Distanzparame-
ter ¢ der abgetasteten Kurve kann nur noch Werte annehmen, welche ein Vielfaches der

Samplingdistanz s sind.






Kapitel 4

Normalisierung

Ein in Abschnitt 2.2 gefordertes Kriterium, welchem eine Linienreprésentation gerecht wer-
den sollte, ist die Invarianz gegeniiber affinen Transformationen. Dazu zahlen:

e Translation
e Rotation
e lineare Skalierung.

Wie sich in Abschnitt 4.3 zeigen wird, muss fiir die Liniengeneralisierung ein weiteres Kri-
terium erfiillt werden, jenes der

e Richtungsinvarianz (Invarianz in bezug auf den Richtungsssinn).

4.1 Skalierungsinvarianz

Das drittgenannte Kriterium, die Skalierungsinvarianz, ist in der Generalisierung jedoch
nicht erforderlich, da der Massstab jeweils explizit vorgegeben ist. Bei zwei formidentischen,
aber skalierten Objekten auf einem Kartenblatt desselben Massstabs handelt es sich daher
um Objekte verschiedener Auspragung. Demzufolge miissen sich auch ihre Beschreibungen
unterscheiden. Dasselbe gilt fiir den Vergleich von Objekten tiber verschiedene Massstabe
hinweg: auch wenn eine Linie dadurch generalisiert wurde, dass sie lediglich skaliert wurde
(was bei Linien mit simpler Geometrie durchaus der Fall sein kann), muss sich ihre Be-
schreibung von derjenigen im grosseren Massstab unterscheiden. Die Skalierung sollte im
Idealfall einzig durch eine vereinfachte Transformationsabbildung zum Ausdruck kommen.

4.2 Translationsinvarianz

Invarianz gegentiber Translationen wird erreicht, indem eine Linie derart verschoben wird,
dass ihr arithmetisches Mittelzentrum (Schwerpunkt) auf den Ursprung des Koordinaten-
systems zu liegen kommt. Die Koordinaten des Schwerpunkts P berechnen sich einfach aus
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Abbildung 4.1: Normalisierung der Linie 501ungen. Links: Zuerst wird die Kurve derart ver-
schoben, dass ihr Schwerpunkt auf den Ursprung des Koordinatensystems zu liegen kommt.
Rechts: Nun wird der Trendvektor dieser Kurve bestimmt (der Ubersichtlichkeit wegen ist
allerdings die Trendlinie eingezeichnet) und die Kurve im Gegenuhrzeiger rotiert, so dass
die Trendlinie mit der z-Achse zusammenféllt. Die Punkte A und E markieren Anfangs-
und Endpunkt der Linie, A’ und E' deren rotierte Bildpunkte. Auf Punkt P wird in Abb.
5.15 Bezug genommen.

den arithmetischen Mittelwerten der Koordinaten der n Punkte (Bahrenberg et al. 1990):

(4.1) P=(z,y), mit

8|
Il

1 n
n 2
_ 18
Yy = Ezzzlyz

Die Lage von P ist unabhingig von den gewihlten Koordinatenachsen. Beim gesuchten
Verschiebungsvektor handelt es sich folglich um 7= (—Z, —y) (Abbildung 4.1 links).

'Die Berechnung des wahren Schwerpunkts auf diese Art und Weise ist nur méglich, weil wir es mit
dquidistant abgetasteten Linien zu tun haben.
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Abbildung 4.2: Berechnung des Richtungswinkels v im Bogenmass fiir einen gegebenen
(Trend-)Vektor. Dasselbe Berechnungsschema gelangt beim Psi-s Plot zum Einsatz, welcher
in Kapitel 5.3 behandelt wird.

4.3 Rotationsinvarianz

Rotationsinvarianz wird erzielt, indem der Trendvektor der Linie berechnet und die Kurve so
rotiert wird, dass dieser parallel zur z-Achse verlduft (bzw. mit der z-Achse zusammenfallt,
im Falle einer bereits an den Ursprung verschobenen Kurve). Etwas salopp ausgedriickt
definiert der Trendvektor die “durchschnittliche” Richtung eines Segments der abgetasteten
Linie. Je nach Trendvektor ergeben sich verschiedene Richtungswinkel -y, was in Abbildung
4.2 dargestellt ist. Beim eigentlichen Rotationswinkel aug handelt es sich schliesslich um —vy
(Abbildung 4.1 rechts).

Die “durchschnittliche” Richtung eines Segments der abgetasteten Kurve ergibt sich
durch eine separate lineare Regression der z- und y-Koordinaten nach dem kurvilinearen
Distanzparameter ¢2. Die Regressionskoeffizienten b, und by berechnen sich wie folgt (nach
Bahrenberg et al. 1990):

(4.2) by = i1 (ti — 1) (.’L'_Z — )

S (ti — 1)

Yimi(ti — ) (yi — )
i=1(ti — 1)

Weil der Schwerpunkt der Kurve an den Ursprung verschoben wurde, verlaufen die Regres-
sionsgeraden durch den Nullpunkt und somit fallen die Regressionskonstanten sowohl fur x
als auch fiir y weg. Die Regressionskoeffizienten sagen etwas aus liber die durchschnittliche
Verdnderung der z- bzw. y- Koordinate, wenn von einem Samplingpunkt S,, zum néchsten
Punkt Sj,+1 geschritten wird. Dies bedeutet nichts anderes, als dass die Regressionskoeffi-
zienten b; und b, die z-, bzw. y-Koordinate des gesuchten Trendvektors liefern.

(4.3) by =

%t kann diskrete Werte annehmen, welche ein Vielfaches der Samplingdistanz s sind. Siehe auch Kapitel
5.1 und 5.2.
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Nun kann der Rotationswinkel berechnet werden. Der Richtungssinn des Trendvektors
hangt vom Richtungssinn der Kurve ab. Bei der Linie in Abbildung 4.1 (rechts) verlduft
dieser beispielsweise im Gegenuhrzeigersinn. Aufgrund von Experimenten mit verschiede-
nen Linienpaaren wurde bemerkt, dass zahlreiche Linienpaare unterschiedliche Richtungen
aufwiesen, d.h. ungeneralisierte und generalisierte Linie wurden nicht in derselben Rich-
tung digitalisiert. Die resultierenden Rotationswinkel unterschieden sich um 180 Grad, was
den Vergleich der beiden Linienbeschreibungen verunmdoglichte. Es wurde deshalb nétig, in
einem Vorverarbeitungsschritt den Richtungssinn eines jeden Linienpaars zu harmonisieren.

4.4 Rucktransformation

Der Datensatz einer normalisierten Linie umfasst neben den (normalisierten) z- und y-
Koordinaten die Koordinaten des Translationsvektors g sowie den Rotationswinkel ag. Die
Riicktransformation der normalisierten Linie an ihre urspriingliche Lage in der Ebene erfolgt
durch Anwendung der oben beschriebenen Transformationen in umgekehrter Reihenfolge.



Kapitel 5

Parametrisierung

Mit der Parametrisierung der Linie verlassen wir die z,y-Ebene der Karte, in welcher wir
die Abtastung und die Normalisierung vorgenommen haben. Die Motivation zum Verlassen
des Ortsraums besteht in erster Linie darin, die Kurve als Funktion darstellen zu konnen,
bei der jedem Wert auf der Abszisse genau ein Ordinatenwert entspricht. Diese Absicht liegt
ihrerseits darin begriindet, dass Funktionen mathematisch und numerisch bedeutend besser
handhabbar sind als Graphen. Dies gilt vor allem auch im Hinblick auf die Verwendung von
Parameterdarstellungen als Grundlage flir andere, weiterentwickelte Repréasentationen.
Eine Linie in geeigneter Parameterdarstellung kann aber auch ohne direkte Weiter-
verarbeitung bereits wertvolle Informationen fiir die Generalisierung liefern. Hier kommen
wiederum die in Kapitel 2.2 aufgefiihrten Kriterien ins Spiel. Fiir die Berechnung von Form-
massen, z.B. zur Beurteilung der Generalisierungsqualitédt (Ehrliholzer 1996) oder zur Seg-
mentierung der Linie, diirfte eine Parameterdarstellung am besten geeignet sein. Diese Ver-
mutung liegt einmal mehr darin begriindet, dass es sich um eine Funktion handelt. Die
Ableitungen und deren Nullstellen erlauben es, wichtige Formmasse zu extrahieren.
Schliesslich diirfte es auch moglich sein, speziell entwickelte Generalisierungsalgorithmen
direkt auf die parametrisierte Linie anzuwenden. O’Neill und Mark (1987), deren Psi-s Plot
in Abschnitt 5.3 beschrieben wird, glauben jedenfalls dass “the Psi-s curve appears to have
potential both for line generalization and for pattern recognition in cartographic lines.” Wie
sich herausstellte, ist der Psi-s Plot jedoch mit Problemen behaftet, welche durch die in
Abschnitt 5.4 beschriebene Weiterentwicklung allerdings behoben werden koénnen.

5.1 Der Parameter ¢

Alle im folgenden beschriebenen Parametrisierungen bedienen sich desselben Parameters t,
welcher auf der in Kapitel 3 erstmals erwdhnten kurvilinearen Distanz u beruht. Im Ge-
gensatz zu u ist der Parameter ¢ nicht mehr stetig, sondern kann nur noch diskrete Werte
annehmen:

0<s<n
(5.1) t=1s, s:Abtastschrittweite

n : Anzahl Abtastpunkte

Der Parameter ¢ stellt die unabhéangige Variable dar und wird auf der Abszisse abgetra-
gen. Die nun folgenden Parametrisierungen unterscheiden sich einzig von der abhangigen
Grosse, welche auf der Ordinate abgetragen wird.
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1) y(1)

x(t)
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Abbildung 5.1: Parametrisierung von z- und y-Koordinaten nach ¢. Die strichlierte Linie
verbindet einen Punkt im z, y-Plot mit den entsprechenden Punkten im z(¢)-, bzw. y(t)-Plot
(nach Foley et al. 1991).

5.2 Parameterdarstellung der z- und y-Koordinaten

Am naheliegendsten — und trivial zu implementieren — ist die separate Parametrisierung
der z- und y-Koordinaten nach ¢, wie sie schon von Buttenfield (1985) besprochen wurde.
Diese Transformation wurde bereits in Abschnitt 4.3 kurz erwédhnt, als es darum ging,
die Regressionsgeraden zwecks Normalisierung der Linie zu berechnen. Das Vorgehen ist
denkbar einfach: der Reihe nach wird fiir jeden Samplingpunkt ¢ die z- und y-Koordinate
gegeniiber t abgetragen (Abbildung 5.1). Daraus folgen zwei Funktionen:

(5.2) z = z(t),

Zur Veranschaulichung finden sich in Abbildung 5.2 die parametrisierten Funktionen der
(normalisierten) Linie 501ungen.

Die Nachteile dieser Reprasentation liegen darin, dass zwei Funktionen noétig sind, um
die Kurve zu beschreiben. Dies macht die Reprasentation schwer handhabbar. Formmasse
lassen sich, abgesehen von den globalen Extrema, welche die minimalen und maximalen
z-, bzw. y-Koordinaten definieren (niitzlich zur Bestimmung der Bounding Bozx), eben-
falls keine ablesen. Trotzdem wurde diese Repréasentation in REPTILE implementiert,
hauptséchlich um Fourierreihen darauf zu entwickeln (Kapitel 6).
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Abbildung 5.2: Nach ¢ parametrisierte Koordinaten der normalisierten Linie 501ungen. Die
diinne Linie markiert die Funktion y = y(t), die fette Linie z = z(t).

5.3 Psi-s Plot

Die Anwendung von Psi-s Plots in der Generalisierung wurde erstmals von O’Neill und
Mark (1987) vorgeschlagen. Es handelt sich dabei gewissermassen um das stetige Analo-
gon zum diskreten Freeman Chain Code (Freeman 1974; Freeman 1978). Beim Chain Code
werden normalerweise die Koordinaten des ersten Punkts explizit angegeben, wahrend es
sich bei den nachfolgenden Elementen der Datenstruktur um Ziffern handelt, welche Rich-
tung und Distanz zwischen jedem Punkt der Linie und dessen Nachbarn definieren. Wie
aus Abbildung 5.3 ersichtlich, definieren die Ziffern 0 bis 7 die Richtung im Gegenuhrzei-
gersinn (Thapa 1988). Durch die Beschrankung auf acht Richtungen werden Chain Codes
normalerweise nur auf Rasterdaten angewandt. Der Psi-s Plot schliesst diese Liicke, indem
er die Kodierung eines beliebigen Richtungsvektors 9 (Psi) erlaubt. Es gelangen dieselben
Winkel im Bogenmass zur Anwendung, wie sie bereits zur Erzielung der Rotationsinvarianz
gebraucht wurden (Abbildung 4.2). Der Psi-s Plot wird erhalten, indem der Richtungswin-
kel fiir jeden Punkt der Kurve gegeniiber s abgetragen wird. Um die Notation der Autoren
beizubehalten, steht der Parameter s an dieser Stelle ausnahmsweise flir die kurvilineare
Distanz entlang der Kurve (in dieser Arbeit ansonsten mit u bezeichnet) und nicht fiir die
Schrittlange. Abbildung 5.4 entstammt dem Artikel von O’Neill und Mark und zeigt einen
Flusslauf sowie einen Teil von dessen Psi-s Plot.

5.3.1 Anwendung des Psi-s Plots auf diskret abgetastete Linien

In Abbildung 5.4 wird die Psi-s-Reprasentation auf eine stetige Kurve angewandt, was
in einem zumindest stiickweise differenzierbaren Psi-s-Plot resultiert. In dieser Arbeit —
wie wohl meistens in der Praxis — haben wir es jedoch nicht mit stetigen Kurven zu tun,
sondern mit Polylinien, deren Segmente stiickweise linear sind. Jeder Stiitzpunkt einer
solchen Linie ist ein Unstetigkeitspunkt'. Die Abtastung einer solchen Kurve verindert diese

'Es sei denn, die Richtung der Linie #ndert sich nicht, womit der Stiitzpunkt eigentlich unnétig wire.
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Abbildung 5.3: Einfacher Freeman Chain Code am Beispiel von Rasterdaten. Das Pixel in
der Mitte hat 8 Nachbarn mit den Codes 0 bis 7 (nach Thapa 1988).

Hay River

-

X s Y

Abbildung 5.4: Teil des Hay River in Alberta, Kanada, (oben) und der dazugehérige Psi-s
Plot fiir das Teilstiick XY (unten). Entsprechende Abschnitte der beiden Diagramme sind
mit Kleinbuchstaben gekennzeichnet (aus: O’Neill und Mark, 1987).
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Ausgangslage nur insofern, als dass die Liniensegmente nach erfolgter Abtastung dieselbe
Lange aufweisen. Bis anhin stellte die Unstetigkeit der Ursprungslinie kein Problem dar, da
es sich bei den behandelten Entitaten ausschliesslich um die Koordinaten von Punkten in
der z,y-Ebene handelte. Mit dem Psi-s Plot kommen nun aber Winkel ins Spiel, welche die
Frage aufwerfen, welcher Entitdt (Abtastpunkten oder Liniensegmenten) diese zugeordnet
werden sollen. Zwei Falle miissen unterschieden werden:

Physische Datenstruktur: Der Datensatz eines Psi-s Plots wird in REPTILE als Li-
ste mit den Elementen {Abtastpunkt 4, 1;} gespeichert. Der Header des Datensat-
zes beinhaltet zudem Abtastschrittweite, Translationsvektor und Rotationswinkel. Die
Zuordnung des Winkels zu einem Punkt ist die kompakteste, redundanzfreie interne
Reprasentation.

Logische Datenstruktur: Die logische Datenstruktur zieht das Wissen tiiber die Qualitat
der Daten (sog. Metadaten) mit ein, wenn es um (a) die grafische Darstellung der
Daten und (b) um die Entwicklung von Algorithmen geht. Im Fall des Psi-s Plots
besteht die logische Datenstruktur aus Elementen der Form {Segment 4,1;}. Weil wir
wissen, dass es sich bei den Ausgangsdaten um stiickweise lineare Liniensegmente
handelt, konnen wir den Abtastpunkten keine Winkel zuordnen — wie dies die physi-
sche Datenstruktur tut —, weil die Kurve an dieser Stelle nicht differenzierbar ist. Die
grafische Darstellung muss immer auf der logischen Datenstruktur beruhen, wie dies in
Abbildung 5.5 links dargestellt ist. Um klar zu machen, dass der Parameter s des Psi-s
Plots (die kurvilineare Distanz) im Falle von Polylinien als Ausgangsreprasentation
nur diskrete Werte annehmen kann, wird er fortan mit ¢ bezeichnet. Als Beispiel fiir
einen auf der logischen Datenstruktur basierenden Algorithmus sei hier die Integra-
tion eines Psi-s Plots erwahnt, wie sie fiir die Transformation in frequenzbasierte
Reprisentationen gebraucht wird? (Abbildung 5.6).

5.3.2 Vorteile des Psi-s Plots

Einen Vorteil sehen O’Neill und Mark in der unmittelbaren geometrischen Interpretierbar-
keit der Beschreibung?. So stehen Geraden im Psi-s Plot fiir Kreisbogen in der z, y-Ebene.
Wird der Richtungswinkel ¢ im Bogenmass gemessen, dann entspricht der Radius dieses
Kreisbogens exakt dem Kehrwert der Steigung der Psi-s Kurve. Diese Eigenschaften lassen
sich aus Abbildung 5.7 ersehen. Gegeben sei der links in der Abbildung dargestellte lineare
Abschnitt eines Psi-s Plots. Eingezeichnet sind Steigungsdreiecke mit der Basislange ¢. Un-
ter Annahme einer solchen diskreten Schrittlinge ¢ konnte die Kurve in der z, y-Ebene wie
im mittleren Teil der Abbildung dargestellt rekonstruiert werden. Pro Schritt nimmt der
Winkel im Vergleich zum vorhergehenden Segment um « zu. Es ist unschwer zu erkennen,
dass diese Kurve fiir £ — 0 einen Kreisbogen beschreibt, wie im rechten Teil dargestellt. An
jedem Punkt dieser Kurve ist die Richtung derselben bestimmt durch den Tangentenvek-
tor in diesem Punkt. Der fir den Psi-s Plot massgebende Winkel 8 wird bestimmt durch

*Tatsschlich werden allerdings t-alpha Plots integriert, wie sie in Abschnitt 5.4 besprochen werden. Das
Prinzip bleibt sich jedoch gleich.

3Die folgenden Ausfiihrungen bezichen sich wieder auf Psi-s Plots von stetigen Kurven, wie von den
Autoren beschrieben. Die gewonnenen Erkenntnisse lassen sich in beschrinktem Masse auch auf diskrete
Ausgangskurven iibertragen.
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falsch!

® Abtastpunkte

A fiir grafische Darstellung eingefiigte Punkte
Abbildung 5.5: Links: Korrekte Darstellung eines Psi-s Plots mit diskreter Schrittweite. In
REPTILE werden die punktiert dargestellten vertikalen Verbindungslinien ebenfalls einge-
zeichnet. Rechts: Falsche Darstellung basierend auf der physischen Datenstruktur. Es wird

suggeriert, dass sich 1 zwischen zwei Abtastpunkten verandert, was aber nicht der Fall ist.
Vergleiche auch Abschnitt 5.3.2 zur Bedeutung der Steigung in einem Psi-s Plot.

falsch!

ot

®  Abtastpunkte

Abbildung 5.6: Links: Korrekte Integration eines Psi-s Plots mit diskreter Schrittweite A ¢.
Rechts: Falsche Integration unter Einbezug der Steigungsdreiecke.
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Abbildung 5.7: Lineare Abschnitte im Psi-s Plot (links) stellen Kreisbogensegmente in
der z,y-Ebene dar (rechts). Die mittlere Abbildung wurde zur Herleitung gebraucht.
Erlduterungen dazu finden sich im Text.

den Tangentenvektor und eine Parallele zur z-Achse. Mit anderen Worten: beim Winkel
B handelt es sich um den -Wert an der Stelle B, wie es im Psi-s Plot mit der punktier-
ten Linie angedeutet ist. Was nun noch fehlt, ist die Herleitung, weshalb der Radius r des
Kreisbogens gleich dem Reziprokwert der Steigung a der Psi-s-Kurve ist. Es gilt:

(5.3) o = g
(5.4) b = rp

Durch Einsetzen von 5.3 in 5.4 und Auflésung nach r ergibt sich schliesslich:

1
(5.5) r=-
Fiir horizontale Abschnitte (a = 0) im Psi-s Plot ist obige Gleichung nicht definiert. Solche
Félle bedeuten aber nichts anderes, als dass entlang der Linie keine Richtungsanderungen
auftreten, d.h. horizontale, lineare Abschnitte des Psi-s Plots manifestieren sich als Geraden
im Ortsraum. Zum Schluss sei ein weiterer Vorteil dieser Représentation erwahnt: Das
Kriterium des beschrankten Wertebereichs (vgl. 2.2) ist erfiillt, weil mogliche Psi-Werte auf
das Intervall | — 7, ] beschrénkt sind.

5.3.3 Nachteile des Psi-S Plots

Aufgrund des Psi-s Plots in Abbildung 5.4 ist man versucht, eine weitere niitzliche Eigen-
schaft in den Psi-s Plot hineininterpretieren zu wollen. Alle Beispiele in O’Neill und Marks
Artikel sind némlich so gewahlt worden, dass die lokalen Extrema des Psi-s Plots immer
genau den Wendepunkten der Kurve in der z,y-Ebene entsprechen. Die Lokalisierung von
Wendepunkten alleine durch das Finden von lokalen Extrema einer Funktion ware ein sehr
einfach zu implementierendes Formmass, welches z.B. fiir die Liniensegmentierung von gros-
ser Bedeutung ist (vgl. dazu Plazanet 1995 ). Im allgemeinen handelt es sich bei lokalen
Extremwerten eines Psi-s Plots jedoch nicht immer um die Wendepunkte der Kurve. Dies
kann pikanterweise gleich an dem von O’Neill und Mark verwendeten Beispiel des Hay Ri-
ver (Abb. 5.4) gezeigt werden. Wird der Psi-s Plot der Flusslinie némlich nicht nur fiir den
Abschnitt zwischen den eingezeichneten Punkten X und Y berechnet, sondern fiir die ganze



34 KAPITEL 5. PARAMETRISIERUNG

Psi

—2 -

T T T T
o 200 400 600 800

Abbildung 5.8: Psi-s Plot des digitalisierten und abgetasteten Hay River liber die Punkte
X und Y hinaus. Deutlich ist die Diskontinuitat an der Stelle ¢ = 750 erkennbar.

Linie, treten Probleme zutage (Abbildung 5.8). Die Diskontinuitét an der Stelle ¢ = 750 wird
durch die Unstetigkeitsstelle im Kodierungsschema des Richtungswinkels (Abb. 4.2) verur-
sacht. Wie aus Abbildung 5.9 entnommen werden kann, ist die Amplitude der Sprungstelle
am grossten, wenn sich das Vorzeichen von v in der Nahe der Unstetigkeitsstelle 7 dndert.
Grundsatzlich tritt die Sprungstelle aber immer dann in Erscheinung, wenn die Summe der
beiden Richtungswinkel 1)z und 1; einen stumpfen Winkel einschliesst:

(5.6) al + |5 >, Pz =0
’lﬁg <0

Wie bereits erwahnt, verunmaoglichen solche Sprungstellen die Interpretation der Extrema
als Wendepunkte. Sie erschweren aber auch die Entwicklung der Funktion in Frequenz-
zerlegungen wie Fourierreihen und Wavelets. Wie in den Kapiteln 6 und 7 gezeigt wird,
basieren diese Transformationen auf der Aufmodulierung von Schwingungen zunehmend
hoherer Frequenz auf ein Trégersignal. Eine Sprungstelle in der zu entwickelnden Funktion
wirkt sich dabei auf den gesamten Frequenzbereich aus, was eine optimale Approximation
mit moglichst wenigen Koeflizienten verunmoglicht.

5.4 Die kumulativ-relative Reprasentation t-alpha

5.4.1 Anlehnung an Kurvaturelemente des Chain Code

Der Psi-s Plot wurde eingangs dieses Kapitels als stetiges Analogon zum Freeman Chain
Code bezeichnet. Es ist nicht weiter erstaunlich, dass auch der Chain Code dieselben Diskon-
tinuitaten wie der Psi-s Plot aufweist. Die Sprungstellen im Freeman Chain Code konnen
— unter Voraussetzung, dass eine Kodierung gemass Abbildung 5.3 vorliegt — jedoch mit
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Abbildung 5.9: Die Amplitude der Sprungstelle im Psi-s Plot ist am grossten in der Néhe
der Unstetigkeitsstelle w. Obwohl sich die Richtungen der beiden Vektoren @ und b nur um
27 /16 unterscheiden, liegen sie im Psi-s Plot 307 /16 auseinander.

folgender Formel eliminiert werden (Thapa 1988; Pavlidis 1978; Eccles et al. 1977):
(5.7) c(i) = (e(z) —e(i—1) +11) mod 8 — 3

Dabei handelt es sich bei e(i) ( = 1,2,...,N) um die Freeman Chain Codes und bei
¢(7) um sogennante Kurvaturelemente. Die c(i) beschreiben die relative Richtungsanderung
der Linie von einem Pixel zum nachsten, wobei diese in Anzahl Pixel angegeben wird.
Eine Abweichung im Gegenuhrzeigersinn hat ein positives Vorzeichen, eine Abweichung im
Uhrzeigersinn ein negatives. Sowohl der Chain Code als auch die Kurvaturelemente fiir den
Ausschnitt einer Rasterlinie sind im oberen Teil von Abbildung 5.10 wiedergegeben. Es zeigt
sich wohl, dass die durch Kurvaturelemente reprasentierte Linie die Diskontinuitaten des
Chain Code nicht mehr aufweist. Diese Art der Reprasentation ist aber fiir unsere Zwecke
aus zwei Grunden nicht von Vorteil:

1. Die lokalen Extrema sind als Formmass unbrauchbar. Sie sagen lediglich etwas tiber
die maximale Kurvatur zwischen zwei geraden Liniensegmenten aus. Die globalen Ex-
trema lokalisieren die Punkte mit maximaler Kurvatur, was fiir die Liniensegmentie-
rung jedoch nur von untergeordneter Bedeutung ist.

2. Das Diagramm besteht aus lauter kleinen Ausschlagen. Sobald sich die Kurvatur nicht
verdandert, fallt der Graph auf die Abszisse zuriick. Es diirfte kaum mdoglich sein, eine
solche Funktion adaquat in frequenzbasierte Représentationen zu transformieren, weil
sich das Signal lediglich aus hochfrequenten Komponenten zusammensetzt.

Diese beiden Vorbehalte fallen jedoch dahin, sobald die Kurvaturelemente zu k(i) aufaddiert
werden, wie dies in Abbildung 5.10 unten dargestellt ist. Die Sprungstelle des Chain Code
konnte unterdriickt werden und die lokalen Maxima bezeichnen nun erstmals die Wende-
punkte der Rasterlinie. Dartuiberhinaus fallt der Graph bei unveranderter Kurvatur nicht
gleich in sich zusammen, was in einer Vergrosserung des Frequenzspektrums resultiert.
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Abbildung 5.10: Ein Ausschnitt einer Rasterlinie (links) und deren Représentation als Chain
Code, Kurvaturelemente und kumulierte Kurvaturelemente. Die punktierten Linien in den
Diagrammen rechts wurden lediglich zur Verdeutlichung des Funktionsverlaufs eingezeich-
net.



5.4. DIE KUMULATIV-RELATIVE REPRASENTATION T-ALPHA 37

5.4.2 Herleitung der t-alpha Reprasentation

In dieser Arbeit wurde nun versucht, das Analogon zu den kumulativen Kurvaturelementen
auch fiir den Psi-s Plot zu berechnen. Der kumulierte relative Richtungswinkel wird alpha
genannt, die unabhangige Variable wird wie bereits beim diskreten Psi-s Plot mit ¢ bezeich-
net. Die folgende Formel liefert — in Anlehnung an Formel 5.7 — das gewiinschte Resultat
fiir das Segment 7 der abgetasteten Linie (mit Schrittweite s und i = t/s):

(5.8) a; = aj—1 + (¥ — aj—1 + 3m)mod 21 — 7)

Der zweite Summand berechnet den relativen, spitzen Richtungswinkel 8 zwischen den
Segmenten 7 und i — 1 (—7 < 8 < 7). Der etwas mystisch anmutende Term basiert auf der
Subtraktion der kumulierten, relativen Richtungswinkel aller vorangegangenen Segmente
(a;—1) vom absoluten Richtungswinkel des aktuellen Segments (1);). Die Ebene, welche das
Resultat dieser Subtraktion fiir verschiedene 1; und «;_; aufspannt, ist in Abbildung 5.11
dargestellt. Die Figur beschriinkt sich auf das a-Intervall [—3m, 37]*. Ausserhalb dieses In-
tervalls werden die durch 1; — @; 1 definierten Richtungswinkel grosser als 27, bzw. kleiner
als —2. Ein Richtungswinkel der Grosse 2w + (3 definiert aber denselben Richtungsvektor
wie der Winkel 8. Wie spater gezeigt wird, tragt die Formel 5.8 dieser zyklischen Beschaffen-
heit der Richtungsvektoren Rechnung. Zur Vereinfachung der nachfolgenden Erlauterungen
soll der Definitionsbereich von «; 1 aber noch weiter eingeschriankt werden. Ein Blick auf
Abbildung 5.11 zeigt, dass auch auf einem a-Intervall von lediglich [—, | sdmtliche durch
1; — a;—1 bestimmten Richtungsvektoren zwischen —27 und 27 erhalten werden. Der kumu-
lierte relative Richtungswinkel o an der Stelle (i — 1) wird damit dem Winkel 4;_; gleich-
gestellt (Abbildung 5.12 links). Aus der Abbildung wird deutlich, dass die Bestimmung des
relativen Richtungsvektors basierend auf der Differenz zweier aufeinanderfolgender Rich-
tungswinkel nicht praktikabel ist. Zum einen variiert der resultierende Richtungswinkel im
Intervall [—2m, 27], was auch (unerwiinschte) stumpfe Winkel erméglicht. Zum anderen be-
findet sich die Sprungstelle um (—m,7) bzw. (7, —7) an einem arbitraren Ort. An dieser
Stelle weisen namlich beide Vektoren anndhernd dieselbe Richtung auf, was eine Diskonti-
nuitdt mit der grossen Amplitude von 47 nicht rechtfertigt (Abbildung 5.12 rechts).

Durch eine geschickte Transformation der Ebene 1; —1p;_1 kann aber sowohl der gewiin-
schte Wertebereich [—m, 7| als auch eine plausible Sprungstelle erhalten werden. Das Re-
sultat einer solchen Transformation ist in Abbildung 5.13 dargestellt. Bei der gesuchten
Transformationsabbildung handelt es sich natiirlich um (¢; — @j—1 + 37)mod 27 — 7 aus
Formel 5.8. Abbildung 5.14 kann entnommen werden, welche Auswirkungen die einzelnen
Operatoren des Terms haben. Daraus diirfte auch ersichtlich sein, dass die zur Vereinfa-
chung der Abbildungen eingefiihrte Beschrankung auf das a-Intervall [—7, 7] ohne weiteres
aufgehoben werden kann. Mit dem t¢-alpha Plot steht nun also eine Repréasentation zur
Verfligung, welche die Sprungstelle des Psi-s Plots eliminiert und es erlaubt, lokale Extre-
ma als Wendepunkte der Linie in der Geometrieebene aufzufassen.

Die Unterschiede der beiden Représentationen werden in Abbildung 5.15 anhand ei-
nes Beispiels aufgezeigt. Es wird deutlich, dass die beiden Parametrisierungen iiber weite
Strecken deckungsgleich sind. Einzig beim Vorliegen einer zirkuldren Ausgangskurve, bei-
spielsweise einer Spirale (Abbildung 5.16), unterscheiden sich die Beschreibungen durch

4Der gesamte Definitionsbereich von o reicht von —oo bis co.
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Abbildung 5.11: Darstellung der durch 1; — a;—; aufgespannten Ebene tiber dem a-Intervall
[—3m,37]. Siehe Text fiir weitere Erlduterungen.
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Abbildung 5.12: Links: Darstellung der durch v = 1; — ;1 aufgespannten Ebene. Der
Richtungswinkel v variiert zwischen —27 und 27. Rechts: Sprungstelle an der Stelle —m, 7
bzw. 7, —m mit Amplitude 47. Die Dimensionen entsprechen der Figur links.
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Abbildung 5.13: Links: Die Ebene aus Abb. 5.12 wird derart transformiert, dass der Wer-
tebereich von f(v; — 1;—1) dem Intervall | — 7, 7] entspricht. Rechts: Die Sprungstelle an
der Stelle —m, ™ bzw. 7, —7 konnte eliminiert werden. Stattdessen findet sich eine plausible
Diskontinuitat mit Amplitude 27 an Stellen, wo gilt |1; — 1;_1| = 7. In solchen Féllen wei-
sen zwei aufeinanderfolgende Segmente die entgegengesetzte Richtung auf. Die Dimensionen
entsprechen der Figur links.

eine t-alpha bzw. Psi-s Reprasentation grundlegend voneinander. Das Beispiel der Spirale
verdeutlicht, dass mit dem Ubergang vom Psi-s Plot zum t-alpha Plot mit den Nachteilen
auch gleich ein kleiner Vorteil verschwindet: der Wertebereich der Funktion ist nicht mehr
auf ein bestimmtes Intervall beschrankt. Da Spiralformen in der Kartographie relativ selten
sind, werden die alpha-Werte in der Praxis aber kaum das Intervall [—2m, 27] verlassen.

5.4.3 Riicktransformation in die z,y-Ebene
Riicktransformation eines unveranderten t-alpha Plots

Die Riicktransformation geht in zwei Schritten vor sich. Zuerst wird aufgrund des t-alpha
Plots die normalisierte Linie rekonstruiert und diese dann an ihre urspriingliche Lage in
der z,y-Ebene transformiert. Weil in einem ¢-alpha Plot keine explizite Lageinformati-
on abgespeichert ist, sondern nur relative Richtungswinkel in bezug auf das vorangehende
Liniensegment, muss die Linie rekursiv aufgebaut werden. Der Endpunkt des zuletzt rekon-
struierten Liniensegments bildet den Ausgangspunkt P fiir die Rekonstruktion des aktuellen
Segments. Die Berechnung der relativen Koordinaten des aktuellen Segments in bezug auf
P gestaltet sich dusserst einfach (s: Abtastschrittweite):

(5.9) Ay = ssin(a)

Az = s cos(a)

Dass es sich bei a um kumulierte Richtungswinkel handelt, dessen Wert demzufolge nicht
im Intervall | — 7, 7] liegen muss, stellt kein Problem dar, da Sinus und Cosinus zyklische
Funktionen sind.

Eine dermassen rekonstruierte Linie enthilt viele redundante Datenpunkte®, weil sie ja
auf einer abgetasteten Version der Ursprungslinie beruht. Jedes gerade Liniensegment, das
langer als die Abtastschrittweite ist, enthélt solche nunmehr {iberfliissigen Punkte. Solche

Svorausgesetzt, die Schrittweite wurde geniigend klein gewihlt.
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Abbildung 5.14: Darstellung der Transformation (¢; — a;—1 +37)mod 2w — 7. Links: Auswir-
kungen der Verschiebung um +37. Rechts: Der Modulo-Operator subtrahiert ganze Vielfa-
che von 27 vom jeweiligen Funktionswert. Eine Verschiebung um —7 (hier nicht dargestellt)
fiihrt schliesslich zu den gewiinschten Funktionswerten, wie sie in Abb. 5.13 dargestellt sind.
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Abbildung 5.15: Psi-s Plot (diinne Linie) und t-alpha Plot (fette Linie) eines Teils der
normalisierten Linie 501ungen. Der gewahlte Ausschnitt umfasst den Linienabschnitt P'E’
in Abb. 4.1.
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Abbildung 5.16: Eine spiralférmige Ausgangskurve (links) weist keinen Wendepunkt auf
und deren t-alpha Plot demzufolge auch keine lokalen Extrema (fette Linie, rechts). Im
Gegensatz zum Psi-s Plot (diinne Linie, rechts) kann alpha aber ausserhalb des Intervalls
| — m, 7] liegen.
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Winkeltoleranz Anzahl Punkte
T im Bogenmass | gefiltert | abgetastet | original
0 2397 2397 281
0.000001 1166

0.00001 550

0.0001 550

0.001 546

0.01 528

0.1 368

0.2 259

0.3 186

0.4 129

0.5 82

0.6 55

0.7 36

0.8 25

0.9 11

1.0 5

1.1 4

1.2 3

1.3 2

Tabelle 5.1: Anzahl Punkte, welche die aus einem t-alpha Plot rekonstruierte Linie 501ungen
in Abhéngigkeit vom Winkeltoleranzwert 7" autweist. Es ist zu beachten, dass zwischen den
T-Werten 0.1 und 0.2 ein Ubergang von exponentiellen zu linearen AT stattfindet.

redundanten Punkte zeichnen sich dadurch aus, dass sich ihr a-Wert nicht von demje-
nigen des nachfolgenden Segments unterscheidet. Dies bedeutet, dass es sehr einfach ist,
solche Punkte bereits wahrend der Rekonstruktion der Linie zu unterdriicken. Werden auf-
einanderfolgende a-Werte nicht nur auf Gleichheit getestet, sondern, allgemeiner, auf die
Unterschreitung einer Differenzentoleranz 7', dann handelt es sich indirekt um die Imple-
mentation eines einfachen Winkeltoleranzalgorithmus, wie er von McMaster und Shea (1992,
74-76) beschrieben wurde. Fiir die Rekonstruktion aus einem ¢-alpha Plot bedeutet dies,
dass Punkt ¢ dann unterdriickt wird, wenn gilt:

(5.10) laip1 — o4 < T, 0<T<m

Mit einer Winkeltoleranz T' = 0 werden somit alle Abtastpunkte in die rekonstruierte Linie
ibernommen. Eine Toleranz nahe bei Null fithrt dazu, dass lediglich redundante Punkte un-
terdriickt werden. Grossere Werte von 7' fithren schliesslich zu einer vereinfachten Version
der Linie. In Tabelle 5.1 ist anhand eines Beispiels zusammengestellt, wieviele Stiitzpunkte
eine rekonstruierte Linie in Abhéngigkeit von der Winkeltoleranz aufweist. Abbildung 5.17
zeigt die Linie, wie sie sich nach einer Rekonstruktion mit Toleranzwert 0.6 prasentiert. Wie
erwartet, werden flir T' = 0 gleichviele Rekonstruktionspunkte wie Abtastpunkte erhalten.
Fiir T = 10~% werden offensichtlich nicht alle redundanten Punkte eliminiert, was auf nume-
rische Ungenauigkeiten zuriickzufiihren ist. Fiir T = 10~° werden jedoch alle iiberfliissigen
Punkte unterdriickt. Es ist durchaus korrekt, dass immer noch ungefahr doppelt soviele
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Abbildung 5.17: Die mit einer Winkeltoleranz T' = 0.6 aus einem t-alpha Plot rekonstruierte
Linie 501ungen.

Rekonstruktionspunkte wie Originalpunkte erhalten werden, weil die urspriinglichen Punk-
te ja nicht zur Menge der Abtastpunkte gehoren (siehe 3.2). Somit verbleiben auch nach
der Filterung von redundanten Punkten jeweils zwei rekonstruierte Punkte pro Ausgangs-
punkt (Abbildung 5.18 links). Der vergrosserte Ausschnitt in Abbildung 5.18 rechts zeigt,
dass sich der Winkeltoleranzalgorithmus schlecht zur Linienvereinfachung eignet, weil es zu
'Uberschneidungen kommen kann.

Riicktransformation eines veranderten t-alpha Plots

Im vorherigen Abschnitt wurde nicht naher darauf eingegangen, an welchem Ort in der
z,y-Ebene die normalisierte Linie aus einem t-alpha Plot rekonstruiert wird. Diese Frage
ist nicht unerheblich, weil mit einer t-alpha Reprasentation keinerlei Lageinformation ab-
gespeichert wird. Das bedeutet, dass als Ausgangspunkt der rekursiven Rekonstruktion ein
arbitrarer Punkt in der Ebene gewahlt werden muss, z.B. der Ursprung des Koordinatensy-
stems. FErst wenn die Kurve fertig rekonstruiert ist, kann ihr Schwerpunkt berechnet werden
und dieser sodann an den Ursprung verschoben werden (dorthin wurde die Ausgangslinie
im Normalisierungsschritt ja verschoben). Die Kurve wird dann in ihre urspriingliche La-
ge zuriickrotiert und schliesslich an die Ausgangslage in der z,y-Ebene verschoben. Dieser
Vorgang ist in Abbildung 5.19 schematisch dargestellt. Dieses Vorgehen ist unproblema-
tisch, wenn der t-alpha Plot nach dessen Berechnung nicht verdndert wurde. Sobald die-
se Voraussetzung nicht mehr gegeben ist®, kann nicht mehr garantiert werden, dass der
Schwerpunkt von urspriinglicher Linie und rekonstruierter Linie am selben Ort liegen. Eine

5Da beabsichtigt ist, Generalisierungsoperatoren oder -regeln basierend auf einer t-alpha Reprisentation
zu entwickeln, wird diese Voraussetzung zwangsldufig nicht erfiillt werden konnen.
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Abbildung 5.18: Vergrosserte Ausschnitte aus Abb. 5.17. Links: Auch nach der Eliminie-
rung redundanter Punkte verbleiben zwei Rekonstruktionspunkte (Kreissignatur) pro ur-
spriinglichen Stiitzpunkt (Kreuzsignatur). Rechts: Der Winkeltoleranzalgorithmus eignet
sich schlecht zur Linienvereinfachung, weil es zu Uberschneidungen kommen kann.

@ ®) © @
Abbildung 5.19: Schematische Darstellung der Rekonstruktion einer Kurve aus einem t-
alpha Plot. (a) Rekursive Rekonstruktion am Ursprung und anschliessende Berechnung des
Schwerpunkts. (b) Verschiebung des Schwerpunkts an den Ursprung. (c) Rotation zuriick
in die urspriingliche Hauptrichtung. (d) Verschiebung zuriick an die urspriingliche Lage.
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Abbildung 5.20: Schwerpunktbasierte Rekonstruktion geméss Abb. 5.19. Links: Der t-alpha
Plot wurde derart verdndert, dass der rekonstruierten Kurve eine “Ecke” fehlt (lokale
Verénderung). Rechts: Die Verédnderung der alpha-Werte fiihrt zu léngeren Kanten des Qua-
drats (globale Verédnderung). Die strichlierten Linien markieren die Lage des urspriinglichen,
unveranderten Quadrats.

Verdnderung fiihrt zu einem anderen Rotationszentrum und zu einem anderen Ansatzpunkt
fiir den Verschiebungsvektor. Die Kurve kann somit nicht mehr an ihre “korrekte” Lage in
der z,y-Ebene zuriicktransformiert werden. Dabei stellt sich allerdings die Frage, welches
die “korrekte” Lage einer verdnderten Kurve sein soll. Dieser Ort ist abhangig von der Art
der Veranderung, welche die Kurve erfahrt:

Lokale Veranderungen: Sie treten z.B. beim Editieren einzelner Waveletkoeffizienten auf
(siehe Kapitel 7) und kénnen sich in der Elimination einzelner Kleinformen der Kurve
aussern. Links in Abbildung 5.20 ist schematisch dargestellt, zu welchem Resultat eine
Rekonstruktion nach oben beschriebenem Schema fiihrt.

Globale Veranderungen: Sie treten z.B. bei der Rekonstruktion eines t-alpha Plots aus
einer beschriankten Anzahl Fourierkoeffizienten auf (siehe Kapitel 6). Abbildung 5.20
(rechts) vermittelt einen Eindruck, zu welchem Resultat die schwerpunktbasierte Re-
konstruktion global veranderter Kurven fiihrt.

Abbildung 5.20 kann entnommen werden, dass die “korrekte” Lage von der Art der Veran-
derung abhangig ist. Bei lokalen Veranderungen resultiert die schwerpunktbasierte Rekon-
struktion in einer unbefriedigenden Riicktransformation der Kurve, wahrend im Falle einer
globalen Veranderung ein ansprechendes Resultat erzielt wird.

Beim Vorliegen lokaler Veranderungen kann nur ein gutes Resultat erzielt werden, wenn
zusammen mit der t-alpha-Reprisentation die Lage des Anfangspunktes gespeichert wird”,
von welchem die rekursive Rekonstruktion der normalisierten Linie ausgehen soll. Dieser

"Bei offenen Kurven wird es sich dabei typischerweise um den Anfangspunkt der normalisierten Linie
handeln.
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Abbildung 5.21: Fixpunktbasierte Rekonstruktion aus einem t-alpha Plot. Der rekursive
Aufbau der normalisierten Kurve beginnt am Punkt P. Links: Fixpunktbasierte Rekon-
struktion und Rucktransformation einer lokal veranderten Kurve. Rechts: Dasselbe fiir eine
global veranderte Kurve. Die strichlierten Linien markieren die Lage des urspriinglichen,
unveranderten Quadrats.

Ansatz ist in Abbildung 5.21 schematisch dargestellt. Wie nicht anders zu erwarten, fithrt
diese Methode jedoch zu einem unbefriedigenden Ergebnis fiir global verédnderte Kurven.

Folglich geht es bei der Wahl der Rekonstruktionsmethode um die Frage, welcher Art
die am haufigsten auftretenden Veranderungen sind. Reprasentationsbedingt werden dies
globale Verdnderungen sein, auch wenn die Eingriffe in die t-alpha-Reprisentation lediglich
lokaler Natur sind. Dies deshalb, weil keine Linienverkiirzung moglich ist. Durch lokale
Veranderungen der alpha-Werte, welche auf die Eliminierung einer Kleinform abzielen, wer-
den nur die Richtungswinkel von Segmenten der abgetasteten Linie verandert. Es ist dadurch
jedoch nicht moglich, Segmente zu verkiirzen oder gar zu eliminieren. Folglich wirken sich
derartige Verdnderungen auch auf die Lage der iibrigen Liniensegmente aus. Aus diesem
Grund wurde in REPTILE die schwerpunktbasierte Rekonstruktionsmethode implemen-
tiert. In Abbildung 5.22 findet sich abschliessend ein Beispiel, welches diesen Entscheid
untermauern soll.

5.4.4 'Wahl der Abtastschrittweite

In Abschnitt 3.3 wurde darauf hingewiesen, dass es sehr schwierig ist, die Digitalisierfehler
einer Kurve in der z,y-Ebene auszumachen. Im t-alpha Plot gestaltet sich dies hingegen
sehr einfach. Digitalisierfehler weisen grosse Abweichungen im Richtungswinkel bezogen
auf nur wenige Abtastsegmente auf, was sie im ¢-alpha Plot als Ausreisser erscheinen lasst
(Abbildung 5.23 links). Die Schrittweite kann dann inkrementell vergrossert werden, bis die
Sprungstelle verschwindet (Abb. 5.23 rechts).
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Abbildung 5.22: Linie 501ungen (diinne Linie) und zwei — via t-alpha Plot — aus lediglich
150 Fourierkoeffizienten rekonstruierte Versionen der Linie. Bei der halbfetten Linie handelt
es sich um eine fixpunktbasierte (= Anfangspunkt A) Rekonstruktion aus ¢-alpha, bei der

fetten Linie um eine schwerpunktbasierte Rekonstruktion.
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Abbildung 5.23: Links: Der mutmassliche Digitalisierfehler in Linie 536ungen an der Stelle
P (vgl. Abb. 3.5) kommt im ¢-alpha Plot mit einer Lange von nur einer Einheit deutlich zum
Vorschein. Rechts: Eine Erh6hung der Schrittweite auf 3 Einheiten bringt die Sprungstelle

P zum Verschwinden.






Kapitel 6

Fourierreihen

Jetzt, da wir eine Linie in der Kartenebene als Funktion im Parameterraum darstellen
konnen (Kapitel 5), mochten wir diese Funktion unter Zuhilfenahme klar definierter Bau-
steine — wie in Abschnitt 1.2 gefordert — approximieren. Wie in diesem Kapitel gezeigt wird,
handelt es sich im Falle von Fourierreihen bei diesen Bausteinen um die Cosinusgrundschwi-
nung und deren Oberschwingungen (“Harmonische”).

6.1 Konzept der Fourierreihe

Diese Einfithrung in die Theorie von Fourierreihen (6.1) basiert zu einem grossen Teil auf
dem exzellenten Buch von Solymar (1988). Der Autor erkldrt in einer leicht verstdndlichen
Sprache und anhand vieler Beispiele das Konzept von Fourierreihen und beschreibt die
notigen Techniken zur Umsetzung in die Praxis.

Mathematiker, Ingenieure und Politiker nehmen noch heute in Anspruch, der “Vater”
der Fourierreihe, Jean Baptiste Joseph Fourier (*1768, 11830), sei einer aus ihrer Gilde
gewesen. Zieht man lediglich in Betracht, dass Fourier an der bekannten Ingenieurschule
Ecole Polytechnique in Paris lehrte, konnte er durchaus als Ingenieur bezeichnet werden. Er
flihrte jedoch den Titel eines Analysisprofessors, weshalb auch der Anspruch der Mathema-
tiker durchaus legitim erscheint. Politiker schliesslich berufen sich auf die Zeit, als Fourier
Gouverneur von Niederagypten war und spater verschiedene administrative Posten unter
Napoleon inne hatte. In der Tat handelt es sich bei der Fourieranalyse um eine sehr wichtige
Errungenschaft, ohne die viele Ingenieurwissenschaften und viele Bereiche der angewand-
ten Forschung kaum mehr auskommen koénnten. Fourierreihen sind z.B. sehr niitzlich fiir
die Analyse von Differentialgleichungen, weil die Ableitungen der Basisfunktionen in einfa-
cher Art und Weise in Relation zueinander gebracht werden kénnen. Die zweidimensionale
Fouriertransformation ist auch in der Fernerkundung von Bedeutung, um Filterungen im
Frequenzraum vorzunehmen oder zur Charakterisierung von Geldndetypen aufgrund ihrer
Fourierreprésentation (Mather 1987, 239).

6.1.1 Die Behauptung

Zu Beginn tont die Grundthese ziemlich gewagt. Es wird namlich nichts weniger behauptet,
als dass es moglich sei, eine beliebige periodische Funktion (z.B. jene in Abbildung 6.1 mit
Periode 27) aus der Grundschwingung der Cosinusfunktion (Abb. 6.1b), der Grundschwin-
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gung der Sinusfunktion (Abb. 6.1c), der zweiten harmonischen! Cosinuskomponente (Abb.
6.1d), der zweiten harmonischen Sinuskomponente (Abb. 6.1e), der dritten harmonischen
Cosinuskomponente (Abb. 6.1f), der dritten harmonischen Sinuskomponente (Abb. 6.1g)
und so weiter bis zur Unendlichkeit, beliebig genau zu approximieren. Wir brauchten le-
diglich den richtigen Betrag jeder dieser Komponenten zu nehmen, diese aufzusummieren
und schliesslich zu diesem Resultat eine verniinftig gewédhlte Konstante hinzuzufligen und
schon wiirden wir die in Abb. 6.1a gezeigte Kurve erhalten. Der Grund, weshalb diese Be-
hauptung so gewagt klingt, ist der, dass sie sich nicht mit dem gesunden Menschenverstand
in Einklang bringen lasst. Es kann namlich argumentiert werden, dass, um eine Funktion
f(x) zwischen z1 und z9 zu approximieren (vgl. Abb 6.2a), wohl ein kleiner Abschnitt ei-
ner Sinuskurve benétigt wird (in Abb. 6.2b durch eine starke Linie dargestellt), aber sicher
nicht der Rest der Funktion (punktiert dargestellt), weil die Addition dieses Teils bloss die
Approximation ausserhalb des Intervalls [z, z2] verschlechtert. Es kann an dieser Stelle je-
doch versichert werden, dass es tatsdchlich moglich ist, durch sukzessives Aufaddieren von
Oberschwingungen (Harmonischen) in den richtigen Proportionen, eine beliebige periodi-
sche Funktion mit beliebiger Genauigkeit zu approximieren. Der Beweis dieser Konvergenz
soll hier nicht geliefert werden, er kann in jedem Lehrbuch iiber Fourierreihen nachgele-
sen werden (Hanna und Rowland 1990; Brown und Churchill 1993). Stattdessen soll die
Behauptung im nachsten Abschnitt anhand eines Beispiels erklart werden.

6.1.2 Ein Beispiel

Gegeben sei die in Abbildung 6.3 dargestellte periodische Funktion, welche durch ihre Fou-
rierreihe approximiert werden soll. Es handelt sich dabei um eine sehr simple Funktion: sie
weist den Wert 1 zwischen —7/4 und 7 /4 auf und ist Null ausserhalb dieses Bereichs. Die
Periode ist 27. Ist es nun moglich, eine solche Funktion durch eine Fourierreihe zu appro-
ximieren? Ja, es ist moglich. Dies soll nun Schritt fiir Schritt gezeigt werden. Zuerst muss
ein Periodenintervall dieser Funktion ausgewahlt werden. Die Periode muss natiirlich 27
betragen, aber es muss nicht der Abschnitt der Funktion zwischen 0 und 27 gewéhlt wer-
den. Aus Symmetriegriinden entscheiden wir uns fiir das Intervall zwischen —7 und =, so
dass wir eine gerade Funktion erhalten. Wir haben es mit einer geraden Funktion y = f(x)
zu tun, wenn gilt:

(6.1) fla) = f(-a), Va

Die Cosinusfunktion y = cosz ist ein Beispiel fiir eine gerade Funktion. Mit anderen Worten:
eine gerade Funktion liegt dann vor, wenn die positiven Funktionswerte an der y-Achse
gespiegelt werden konnen, um die negativen Funktionswerte zu erhalten. Eine ungerade
Funktion y = f(z) liegt dann vor, wenn gilt:

(6.2) f(=a) = —f(a), Va

Die Sinusfunktion y = sin z ist ein Beispiel fiir eine ungerade Funktion. Um die negativen
Funktionswerte zu erhalten, miissen die positiven Funktionswerte zuerst an der y-Achse und
dann an der z-Achse gespiegelt werden. Da es sich im vorliegenden Beispiel nach der Wahl

'Die Fourieranalyse basiert darauf, eine periodische Funktion in ihre Grundschwingung (1. Harmonische)
und deren Oberschwingungen (2., 3., ... Harmonische) zu zerlegen. Die Schwingungsdauer (Periodenlénge)
der Oberschwingungen ergibt sich durch Halbieren, Dritteln, usw. derjenigen der Grundschwingung.
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Abbildung 6.1: (a) Eine beliebige periodische Funktion mit Periode 27; (b)-(g) Grund-
schwingung der Sinus- und Cosinusfunktion (Periode 27) sowie deren 1. und 2. Harmonische
(Periode 7, bzw. 27 /3). Aus Solymar (1988, 7).
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Abbildung 6.2: (a) Die periodische Funktion aus Abb. 6.1a. (b) Eine Approximationsfunktion
im Intervall [z1, z2]. Aus Solymar (1988, 8).
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des Intervalls [—7, 7] um eine gerade Funktion handelt, liegt die Vermutung nahe, dass eine
solche Funktion nur aus (ebenfalls geraden) Cosinuskomponenten aufgebaut sein wird und
alle Sinuskomponenten Null sein werden. Diese Vermutung wird in Abschnitt 6.1.4 belegt.
Die Fourierreihe kann dann geschrieben werden als:

(6.3) flz) = a2_0 + gakcoskm

Die Funktion f(z) ist in Abbildung 6.4a dargestellt. Um die Konstante kiimmern wir uns
gegenwartig noch nicht. Spéter wird klar, weshalb sie in dieser speziellen Form geschrieben
wurde. Wie finden wir nun aber a;, die Amplitude der k-ten Komponente? Auch darauf
wird erst zu einem spateren Zeitpunkt eingegangen. Zuerst soll gezeigt werden, dass es
tatsdchlich moglich ist, eine periodische Funktion durch Addition sehr vieler individueller
Komponenten zu approximieren. Fiir den Moment soll deshalb einfach angenommen werden,
dass es uns gelungen ist, die Amplituden korrekt zu bestimmen. Die k-te Komponente kann
geschrieben werden als

(6.4) pr = aicoskx

und die Funktion fy(z) wird definiert als
n n
(6.5) fn(z) = Z apcoskr = Zpk.
k=1 k=1

Bei f(z) handelt es sich somit um die Approximationsfunktion, welche wir erhalten, wenn
wir n Komponenten addieren. Betrachten wir nun f; = p; (Abb. 6.4b). Dabei handelt es
sich um die Cosinusgrundschwingung mit der Periode 27. Es muss zugegeben werden, dass
sie der Kurve in Abb. 6.4a nicht sehr nahe kommt. Deshalb addieren wir die zweite Har-
monische (mit einer Periode 7), welche in Abb. 6.4c dargestellt ist, dazu. Beim Resultat
handelt es sich um fo, welches in Abb. 6.4d zu sehen ist. Die Ahnlichkeit ist nach wie vor
bescheiden. Deshalb addieren wir auch die dritte Harmonische (Abb. 6.4e) dazu, was in
f3 resultiert. Ein Blick auf die Abbildungen 6.4b, d und f zeigt, dass die Mittelpartie der
Funktion schmaler wird. Dies ist eigentlich nicht die Absicht, denn es soll ein rechteckiger
Puls und keine Spitze approximiert werden. Aber der Schritt von fy zu f3 sollte eher als
ein “Anlaufholen” fiir den entscheidenden Sprung nach vorne gesehen werden. Sobald wir
namlich die fiinfte Harmonische (Abb. 6.4g) addieren, wird der Mittelteil wieder breiter,
wie dies aus Abbildung 6.4h ersichtlich ist. Wurde nun vergessen, die vierte Harmonische
zu addieren? Nein, es wurde nicht. Die Symmetrieeigenschaften dieser periodischen Funk-
tion sind derart, dass alle 4n Harmonischen (wobei n eine ganze Zahl ist) eine Amplitude
von Null aufweisen. Die Addition der sechsten Harmonischen (Abb 6.4i) resultiert in fg,
dargestellt in Abb. 6.4j. Es sollte nun klar geworden sein, was diese hoheren Harmonischen
bewirken. Sie addieren und subtrahieren jeweils den richtigen Betrag an der richtigen Stel-
le der Funktion. Abbildung 6.4j erscheint bereits kantiger. Jetzt sollte es mit ein wenig
Phantasie moglich sein, einzusehen, dass es durch die Addition von weiteren Komponenten
machbar sein sollte, nahe an die Pulsfunktion in Abb. 6.4a heranzukommen. Die individuel-
len Komponenten werden nun nicht mehr abgebildet, sondern nur noch deren Summe. Mit
9 Harmonischen erhalten wir Abb. 6.4k, mit 13 Harmonischen Abb. 6.4]1 und mit 17 Har-
monischen Abbildung 6.4m. Deutlich zeichnet sich nun ein Muster ab. Durch jede Addition
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Abbildung 6.3: Eine Reihe rechteckiger Pulse. Aus Solymar (1988, 8).

von jeweils vier Harmonischen verbessert sich die Approximation. Was noch fehlt, ist die
Konstante. Wird diese zur Kurve in Abb. 6.4m addiert, erhalten wir die Kurve in Abb.
6.4n, welche bereits eine gute Approximation der Ausgangsfunktion in Abb. 6.4a darstellt.
Je mehr Harmonische wir addieren, desto besser wird die Approximation. In Abbildung 6.40
ist die Kurve abgebildet, wie sie durch die ersten 49 Harmonischen beschrieben wird. Es
zeigt sich jedoch, dass in der Nahe des plotzlichen Ubergangs von 1 nach 0 keine Verbesse-
rung eintritt. Der Uberschuss (Overshoot) auf der einen Seite und das Defizit (Undershoot)
auf der anderen Seite machen keine Anstalten, zu verschwinden. Dies ist ein altbekanntes
Problem von Fourierreihen, welches an Sprungstellen auftritt und als Gibbs- Phanomen be-
kannt ist. Mit geeigneten Filtern (z.B. einem sog. Hamming Fenster) ist es jedoch mdglich,
das Gibbs-Phédnomen zu unterdriicken (Solymar 1988, 54ff, 114ff).

6.1.3 Die Formeln

An dieser Stelle soll auf die Herleitung der Formeln zur Berechnung der Fourierkoe z.B. in
Solymar (1988). Wir beschranken uns hier auf die Wiedergabe der massgeblichen Formeln.
Die Fourierreihe fiir den allgemeinen Fall einer Funktion mit beliebiger Periode T lasst sich
schreiben als:

2wkt
T

ap = o2kt &
(6.6) f(t) = ) +k§1akcos T +k§1bk sin

Die Cosinuskoeffizienten berechnen sich durch:

2 [T 2kt
(67) ap = f/o f(t)COSTdt

Hier zeigt sich nun, weshalb die Konstante in Gleichung 6.6 in der Form ag/2 geschrieben
wird. Weil Formel 6.7 auch fiir £ = 0 gilt, wird keine spezielle Formel zur Berechnung der
Konstante benoétigt. Die Sinuskoeffizienten berechnen sich analog:

2 (T . 27kt
(6.8) b=~ /0 7 () sin =t

6.1.4 Beriicksichtigung von Symmetrieeigenschaften

Die geschickte Wahl des Periodenintervalls im Beispiel in Abschnitt 6.1.2 fithrte zu einer
geraden Funktion, mit dem Vorteil, dass sdmtliche Sinuskoeffizienten der Fourierreihe einer
solchen Funktion Null sind. Die Begrundung dafiir soll hier nachgeliefert werden. Die De-
finitionen fiir gerade und ungerade Funktionen wurden bereits in den Gleichungen 6.1 und
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Abbildung 6.4: (a) Eine zwischen —n/2 und 7/2 definierte Funktion (f(z) = 1 fiir |z| < 7 /4
und Null sonst), welche durch eine Fourierreihe approximiert werden soll. In den Abbildun-
gen (b) bis (o) ist die Summe der ersten n Harmonischen f,, ohne Beriicksichtigung der
Konstante, bzw. die n-te Harmonische p,, abgebildet. Aus Solymar (1988, 10).
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Abbildung 6.5: Die Integration einer periodischen Funktion fiir eine Periode ist unabhingig
vom Startpunkt der Integration. Aus Solymar (1988, 20).

6.2 gegeben. Von Interesse ist aber auch, wie sich die Produkte von geraden und ungeraden
Funktionen verhalten. Es gilt:

(6.9) gerade X gerade = gerade,
(6.10) gerade X ungerade = wungerade,
(6.11) ungerade X ungerade = gerade.

Schliesslich sollen die Regeln erwahnt werden, wonach zwischen symmetrischen Grenzen ¢
gilt:

(6.12) /(ungeradeFunktion)dx =0

—C
Cc C
(6.13) / (geradeFunktion)dr = 2/0 (geradeFunktion)dz
—C

Beide Gleichungen sind offensichtlich, wenn man sich die Flache unter den Kurven vor Augen
fiihrt. Ebenfalls erwdhnt werden soll das Theorem, wonach das Resultat der Integration einer
periodischen Funktion fiir eine Periode unabhéangig vom Startpunkt der Integration ist. Dies
geht aus Abbildung 6.5 deutlich hervor, wo Integrationen von 0 bis 27 und von zq bis zo+27
gezeigt werden. Ausgertistet mit all diesen Theoremen konnen nun vereinfachte Formeln zur
Berechnung der Fourierkoeffizienten hergeleitet werden, wenn f(t) entweder gerade oder
ungerade ist. Wir beniitzen die Formeln 6.7 und 6.8, wahlen aber Integrationsgrenzen von
—T'/2 bis T'/2, was nach dem obigen Theorem ja gestattet ist. Wenn f(t) gerade ist, haben
wir es mit

T/2 )
(6.14) / t)cos 7Tktdt
T T/2

zu tun. Weil aber sowohl f(t) als auch cos2Zkt

Gleichung 6.14 zu

(6.15) == /m F(t) 2”’“

gerade Funktionen sind, vereinfacht sich
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Dies ist noch keine iiberwéltigende Vereinfachung. Fiir by sieht die Sache allerdings bedeu-
tend besser aus. Es zeigt sich ndmlich, dass

T/2 9
(6.16) / sin ”—ktdt 0
T T/2

wird, weil ja gilt gerade X ungerade = ungerade und das Integral einer ungeraden Funktion
zwischen symmetrischen Grenzen Null ist.
Wenn f(t) ungerade ist, fithren dhnliche Uberlegungen zu

4 (T/2 2
(6.17) a =0 und by = T/ f(t)sin 7T—ktdt
0

Dies bedeutet, dass wir durch die Wahl eines geeigneten Periodenintervalls zur Erzielung
einer geraden oder ungeraden Funktion nur halb soviele Koeffizienten berechnen miissen —
entweder die Sinus- oder Cosinuskoeffizienten, aber nie beide. Das heisst aber auch, dass sich
die durch eine Fourierreihe reprasentierte periodische Funktion viel kompakter darstellen
lasst.

6.1.5 Nicht-periodische Funktionen

Bis jetzt war lediglich von der Approximation periodischer Funktionen durch Fourierreihen
die Rede. Bei der Parameterdarstellung einer kartographischen Linie handelt es sich jedoch
nie um eine periodische Funktion. Dies ist jedoch halb so schlimm, wie anhand des Beispiels
in Abbildung 6.6 gezeigt werden soll. Die in Abb. 6.6a dargestellte Funktion ist definiert
durch

(6.18) ft) = —t*+2t.

Im vorliegenden Beispiel ist es von keiner Bedeutung, welche Werte diese Funktion aus-
serhalb des Intervalls [0, 1] annimmt, z.B. weil das physikalische Problem, welches durch
diese Kurve beschrieben wird, nur Werte zwischen 0 und 1 annehmen kann. Es ist offen-
sichtlich, dass es sich bei f(¢) um keine periodische Funktion handelt. Es hindert uns aber
nichts daran, anzunehmen, wir hatten es mit einer periodischen Funktion zu tun, wie dies
in Abbildung 6.6b dargestellt ist, und dann gemaiss den Formeln 6.7 und 6.8 die Koeffi-
zienten zu berechnen. Wenn die Funktion aber lediglich zwischen 0 und 1 von Interesse
ist, dann konnen wir sie ausserhalb dieses Bereichs in beliebiger Weise fortsetzen. Es ist
deshalb auch méglich, f(t) als eine ungerade Funktion aufzufassen, sie dementsprechend ins
Intervall [—1, 0] zu erweitern, das Intervall [—1, 1] als Periode zu betrachten und daraus eine
periodische Funktion zu konstruieren, wie dies in Abbildung 6.6¢c gezeigt wird. Es liegt auf
der Hand, dass ebensogut eine gerade Funktion konstruiert werden kann. Die periodische
Funktion in Abbildung 6.6d ist somit eine andere naheliegende Wahl. Zusammenfassend
lasst sich die periodische Funktion in Abb. 6.6b mit full-range (weil der urspriingliche De-
finitionsbereich (range) gleich der Periode der gewédhlten periodischen Funktion ist) und
die Funktionen in Abb. 6.6c und d mit half-range (weil der urspriingliche Definitionsbe-
reich halb so gross ist wie die Periode der gewéhlten periodischen Funktion) umschreiben.
Es stellt sich nun die Frage, welche der drei Moglichkeiten aus Abbildung 6.6 zu bevorzu-
gen ist. Aus Abschnitt 6.1.4 wurde deutlich, dass sich die Fourierreihe einer geraden oder
ungeraden Funktion einfacher berechnen und kompakter darstellen lasst. Einer full-range
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Abbildung 6.6: (a) Die Funktion f(¢) = —t2+ 2t definiert im Intervall [0, 1]. (b) Die periodi-
sche full-range Erweiterung der in (a) dargestellten Funktion. (c) Die ungerade periodische
half-range Erweiterung der in (a) dargestellten Funktion. (d) Die gerade periodische half-
range Erweiterung der in (a) dargestellten Funktion. Aus Solymar (1988, 39).
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Funktion fehlen diese Eigenschaften, weshalb sie ausser Betracht fallt. Bleiben noch die Er-
weiterungen einer nicht-periodischen Funktion zu einer geraden bzw. ungeraden half-range
Funktion. Eine ungerade Funktion hat den Nachteil, dass sie im allgemeinen eine Sprung-
stelle aufweist, im Beispiel aus Abb. 6.6¢ liegt diese bei ¢t = 1. Die Frage ist, gegen welchen
Wert die Fourierreihe an Diskontinuitatsstellen konvergiert. Es kann mit gutem Grund er-
wartet werden, dass sie gegen den Mittelwert der beiden Funktionswerte konvergiert. Dies
ist auch tatsdchlich der Fall (Solymar 1988, 19). Die Funktion f(t) konvergiert fiir alle ¢
gegen den Wert

(619) S0+ £ 0]

mit

(6.20) F(t+0) = lim f(¢t+h) und  f(t—0) = lim f(t — h)
58 58

Die Approximation einer ungeraden Funktion wird somit an deren Anfangs- und Endpunkt
im allgemeinen unbefriedigend ausfallen. Es kommt hinzu, dass infolge der Diskontinuitat
an dieser Stelle die gesamte Fourierreihe langsamer konvergiert. Das heisst mit anderen
Worten, dass mehr Koeffizienten benétigt werden, um eine vorgegebene Approximationsge-
nauigkeit zu erreichen.

Aus diesen ﬁberlegungen folgt, dass eine gerade half-range Funktion zu favorisieren ist,
weil diese keine Diskontinuitat aufweist. Bemerkenswert ist, dass es gentigt, eine solche
Funktion anzunehmen, es ist nicht notig, sie wirklich zu konstruieren. Einzig die Periode
T muss doppelt so lang wie der Definitionsbereich der urspriinglichen Funktion gewahlt
werden. Bedingt durch die Symmetrie einer geraden Funktion ist kein Integral zu berech-
nen, welches tiber 7'/2 hinausgeht. Somit haben wir mit der urspriinglichen Funktion alle
Funktionswerte zur Hand, welche zur Berechnung der Koeffizienten ben6tigt werden.

6.1.6 Zusammenfassung

Die Erkenntnisse aus Abschnitt 6.1 sind hier nochmals in einer schrittweisen Anleitung zur
Approximation nicht-periodischer Funktionen durch Fourierreihen zusammengefasst:

1. Definition einer Periode T', welche doppelt so lang ist wie der Definitionsbereich der
urspriinglichen Funktion f(%).

2. Berechnung der Cosinuskoeffizienten:

4 [T/2 2mkt
ak:?/o f(t)cos 7; dt, k=0,1,2,...,00

3. Approximation der Funktion f(¢) durch deren Fourierreihe tiber dem Intervall [0,7"/2]
(= urspriinglichen Definitionsbereich der Funktion), gegeben durch
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6.2 Fourierreihen parametrisierter Linien

In der Praxis kann natiirlich nicht die unendliche Fourierreihe berechnet werden, sondern es
ist notig, sich auf die Berechnung einer bestimmen Anzahl von Koeffizienten zu beschranken.
Eine solche endliche Fourierreihe wird mit f,(¢) bezeichnet, wobei n fiir den grossten Koef-
fizienten der Reihe steht. Eine solche Reihe beinhaltet die Koeffizienten ayg,...,ag,...,ay.
Wie gross dieses n sein muss, um eine gegebene Funktion mit genligender Genauigkeit zu
approximieren, hiangt von der Komplexitat der Funktion ab. Wie in Kapitel 5 erldutert
wurde, bevorzugen wir den t-alpha-Plot zur Parametrisierung von kartographischen Linien.
Bei der Funktion, deren Komplexitdt wir beurteilen missen, handelt es sich folglich um
eine t-alpha-Kurve. Fiir die Entwicklung in Fourierreihen handelt es sich dabei um wahrlich
pathologische Kurven. Da sind zum einen die vielen Sprungstellen, welche uns jedesmal
das Gibbs-Phdnomen (vgl. Abschnitt 6.1.2) bescheren und zum anderen ausschliesslich ho-
rizontale Kurvensegmente. Wie bereits das Beispiel in Abschnitt 6.1.2 zeigte, werden zur
Eliminierung der “Rippen” in horizontalen Segmenten sehr viele Koeffizienten benétigt. Dies
ist umso bedauerlicher, da die restliche Form der Kurve bereits mit bedeutend weniger Ko-
effizienten gut angenadhert werden konnte. Die vielen zuséatzlichen Koeffizienten dienen also
lediglich dazu, die Amplitude der “Rippen” zu verkleinern. Die Komplexitat eines t-alpha
Plots im Hinblick auf die Entwicklung in eine Fourierreihe ist demnach durch die Anzahl
und die Amplitude der Sprungstellen gegeben. Diese hingt wiederum von der Angularitat
(vgl. 3.3) der Kurve in der Kartenebene ab. Wie bereits in Abschnitt 3.3 wird als Beispiel
fiir eine Kurve mit niedriger Angularitdt die Linie 596ungen (vgl. Abb. 3.6) gewahlt. Li-
nie 587ungen andererseits steht stellvertretend fur Linien mit einer hohen Angularitat. In
Abbildung 6.7 sind die ersten 500 Koeffizienten fiir diese beiden Linien abgebildet. Die ver-
schieden schnelle Abnahme der Koeffizientenamplituden widerspiegelt die unterschiedliche
Komplexitat der Ausgangskurven. Aus einem solchen Diagramm kann abgelesen werden,
wieviele Koeffizienten fiir eine gute Approximation in etwa benétigt werden. Es kann erwar-
tet werden, dass filir die Linie 596ungen die ersten 150 bis 200 Koeflizienten geniigen werden.
Fiir grossere Koeffizienten bewegen sich die Amplituden lediglich noch im Tausendstelbe-
reich, d.h. Harmonische dieser Ordnung leisten kaum mehr einen Beitrag. Anders sieht die
Situation fiir die Linie 587ungen aus. Zwischen dem 150. und dem 200. Koeffizienten sind
die Amplituden nach wie vor signifikant und kénnen nicht vernachléssigt werden. Erst ab
asoo tendieren die Amplituden gegen Null.

Aber auch innerhalb der ersten 300 Koeffizienten finden sich solche mit sehr kleiner
Amplitude. Es kann deshalb erwartet werden, dass — notabene mit derselben Anzahl Koef-
fizienten — eine bessere Approximation resultiert, wenn die Koeffizienten zuerst nach ihrer
absoluten Amplitude absteigend sortiert werden und erst dann die ersten n Koeffizienten
ausgewahlt werden.

In den Abbildungen 6.8 und 6.9 (596ungen) bzw. 6.10 und 6.11 (587ungen) sind die
Approximationen f, der t-alpha Plots fiir verschiedene n dargestellt. Deutlich kommt zum
Ausdruck, dass durch die Auswahl der n Koeffizienten mit der grossten Amplitude mehr
hoherfrequente Komponenten miteinbezogen werden als dies bei Wahl der ersten n Koeffizi-
enten der Fall ist. Mit 500 Koeffizienten kann der t-alpha Plot der Linie 596ungen, abgesehen
vom Gibbs-Phanomen, welches deutlich zum Vorschein kommt, sehr gut approximiert wer-
den. Die Halbierung von n auf 250 resultiert zwar in einem Approximationsqualitatsverlust,
welcher sich jedoch nach Ricktransformation in die z,y-Ebene nicht manifestiert (Abb.
6.12). Wird die Approximationsqualitét direkt in der z,y-Ebene beurteilt, kann auch eine



60 KAPITEL 6. FOURIERREIHEN

Value of Coefficient

I
o
0
S

100
150 -
200 —
300
350 —
400 —
450 —

Number of Coefficient

Value of Coefficient

I
o
0
S

100
150 -
200
300
350 —
400 —
450 —

Number of Coefficient

Abbildung 6.7: Die ersten 500 Fourierkoeffizienten ay der t-alpha Plots der Linien 596ungen
(oben) und 587ungen (unten).
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Approximation mit lediglich 125 Koeffizienten noch als geniigend bezeichnet werden. Ein
Unterschied zur Approximation durch die 125 grossten Koeffizienten (vgl. Abb. 6.13) ist in
der Kartenebene nicht auszumachen. Erst eine weitere Reduktion der Anzahl Koeffizienten
bringt den Vorteil einer amplitudenbasierten Auswahl zum Vorschein. Bei der komplexeren
Linie 587ungen tritt dieser Vorteil schon frither zutage (vgl. Abbildungen 6.14 und 6.15).
Es zeigt sich aber auch, dass fiir eine gute Approximation der Linie 587ungen deutlich mehr
Koeffizienten gebraucht werden als fiir die Linie 596ungen. Wahrend mit 500 Koeflizienten
die Approximationsgenauigkeit noch im Bereich der Strichstarke der kartographischen Linie
liegt, kann eine Rekonstruktion aus lediglich 125 Koeffizienten nicht mehr tiberzeugen.

Einen Uberblick iiber die Approximationsqualitit geben die Abbildungen 6.16, 6.17,
6.18, 6.19, wo die Linien in ihrer vollen Lange abgebildet sind. Es zeigt sich, dass die
Rekonstruktion der Linie mit einer beschrankten Anzahl Koeffizienten zu einer Art “Gene-
ralisierung” der Linie fiihrt. Fritsch und Lagrange (1995) haben sich eingehender mit der
Filterung von Fourierreihen zur unmittelbaren Generalisierung von Linien auseinanderge-
setzt. Allerdings sind Fourierreihen, welche auf kurvilinear parametrisierten Linien beruhen,
nicht fiir diesen Zweck geeignet, weil sie keine Linienverkiirzung erlauben?. Die grossen Ver-
schiebungen in obigen Abbildungen rithren denn auch von diesem Umstand her. Fiir unsere
Zwecke ist diese unschone Degradation der Fourierreihe jedoch nicht von Belang, da es
uns hauptsachlich darum geht, die Linie in einer Komponentendarstellung reprasentieren
zu koénnen. Dies ist uns gelungen. Die Représentation eines t-alpha Plots — auf jener Stu-
fe findet ja die eigentliche Approximation statt — durch eine Fourierreihe erfiillt zusatzlich
folgende in Abschnitt 2.2 geforderte Kriterien:

Fixe Liange: Die Anzahl der Fourierkoeffizienten, welche zur Approximation einer Linie
benotigt werden, hangt nicht von der Lange der Linie ab, sondern lediglich von deren
Komplexitat. Es hat sich gezeigt, dass mit 500 Koeflizienten sdmtliche Linien des
vorliegenden Datensatzes gut approximiert werden koénnen.

Effizienz: Die Fourierkoeffizienten einer abgetasteten Linie, bzw. deren t-alpha Plot, las-
sen sich unter Berlicksichtigung der Symmetrieeigenschaften einfach berechnen. Die
Datenhaltung ist ebenfalls relativ effizient, es brauchen lediglich die 500 Koeffizienten,
die Abtastschrittweite plus die Transformationsparameter gespeichert zu werden, was
gegeniiber Polylinien mit mehr als 256 Punkten (z/y-Paare) zu einer Komprimierung
flihrt.

Der grosse Nachteil von Fourierreihen ist bislang noch nicht zur Sprache gekommen: die
Reprasentation ist nicht lokalisiert. Fin Koeffizient a; beschreibt immer die Energie einer
bestimmen Frequenz fiir die ganze Linie. Es ist somit beinahe unmoglich, die Korrelationen
zwischen den Fourierkoeflizienten einer ungeneralisierten und einer generalisierten Linie
zu finden und zu beschreiben. In Kapitel 8 wird ndher auf dieses Problem eingegangen.
Es kann indes umgangen werden, wenn der t-alpha Plot einer anderen frequenzbasierten
Transformation unterzogen wird, der Wauvelettransformation, welche im néachsten Kapitel
behandelt wird.

’Die Verkiirzung kénnte allenfalls bei der Riicktransformation in die x,y-Ebene beriicksichtigt werden
(siehe Kapitel 8).
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Abbildung 6.8: Ausschnitt aus der Approximation des t-alpha Plots der Linie 596ungen
durch die (von oben links nach unten rechts) ersten 500, 250, 125, 50, 25, 10 Fourierkoeffi-

zienten.
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Abbildung 6.9: Ausschnitt aus der Approximation des t-alpha Plots der Linie 596ungen
durch die (von oben links nach unten rechts) 250, 125, 50, 25, 10 Fourierkoeffizienten mit

der grossten absoluten Amplitude.
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Abbildung 6.10: Ausschnitt aus der Approximation des t-alpha Plots der Linie 587ungen
durch die (von oben links nach unten rechts) ersten 500, 250, 125, 50, 25 und 10 Fourier-
koeffizienten.
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Abbildung 6.11: Ausschnitt aus der Approximation des ¢-alpha Plots der Linie 587ungen
durch die (von oben links nach unten rechts) 250, 125, 50, 25, 10 Fourierkoeffizienten mit
der grossten absoluten Amplitude.
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Abbildung 6.12: Riicktransformation der
Approximationen aus 6.8 in die z,y-Ebene
und Uberlagerung mit der Ausgangslinie
596ungen. Der Ausschnitt entspricht jenem
des t-alpha Plots.

KAPITEL 6. FOURIERREIHEN

Abbildung 6.13: Riicktransformation der
Approximationen aus 6.9 in die z,y-Ebene
und I“Jberlagerung mit der Ausgangslinie
596ungen. Der Ausschnitt entspricht jenem
des t-alpha Plots.
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Abbildung 6.14: Riicktransformation der Approximationen aus 6.10 in die z,y-Ebene und
Uberlagerung mit der Ausgangslinie 587ungen. Der Ausschnitt entspricht jenem des t-alpha
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Abbildung 6.15: Riicktransformation der Approximationen aus 6.11 in die z,y-Ebene und
Uberlagerung mit der Ausgangslinie 587ungen. Der Ausschnitt entspricht jenem des t-alpha
Plots.
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Abbildung 6.16: Approximation der Linie 5§96ungen (via t-alpha Plot) durch die ersten 500,
250, 125, 50, 25, 10 Fourierkoeffizienten, iiberlagert mit der Ausgangslinie.
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Abbildung 6.17: Approximation der Linie 596ungen (via t-alpha Plot) durch die grdssten
500, 250, 125, 50, 25, 10 Fourierkoeffizienten, tiberlagert mit der Ausgangslinie.
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Abbildung 6.18: Approximation der Linie 587ungen (via t-alpha Plot) durch die ersten 500,
250, 125, 50, 25, 10 Fourierkoeffizienten, iiberlagert mit der Ausgangslinie.
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Abbildung 6.19: Approximation der Linie 587ungen (via t-alpha Plot) durch die grdssten
500, 250, 125, 50, 25, 10 Fourierkoeffizienten, tiberlagert mit der Ausgangslinie.






Kapitel 7

Wavelettransformation

Fourierreihen weisen einen gravierenden Nachteil auf: man erhalt keine Information dariiber,
wann eine bestimmte Frequenz aufgetreten ist!, sondern nur, dass eine bestimmte Frequenz
aufgetreten ist. Es wird dabei auch von mangelnder Lokalisierung im Frequenzraum gespro-
chen. Haufig ist aber eine lokale Frequenzzerlegung einer Funktion f angestrebt, dhnlich
der Notation in der Musik, wo dem Musiker oder der Musikerin gesagt wird, wann (= Zeit-
information) welche Note (= Frequenzinformation) gespielt werden soll (Daubechies 1993).
Die sogenannte Short-Time-Fouriertransformation (STFT) versuchte dies mit einem Zeit-
fenster, welches tiber das Signal gelegt wird, zu erreichen. Eine solche Représentation weist
zwel Parameter auf, Frequenz und Zeitpunkt. Die STFT hat aber den Nachteil, dass sich die
Fenstergrosse dem Verhalten eines Signals nicht anpassen lasst — bei hohen Frequenzen ware
aber ein kleines Zeitfenster, bei niedrigen Frequenzen ein grosses Zeitfenster wiinschenswert
(Zeller 1994).

Wavelettransformationen (WT), von denen in diesem Kapitel die Rede sein soll, wei-
sen nun jedoch genau diese Eigenschaft auf. Geméss Wilson (1993) sind Wavelets erstmals
Mitte der 80er Jahre durch die Arbeit von Grossman und Morlet (1984) in der Litera-
tur aufgetaucht. Der franzosische Mathematiker Yves Meyer (Meyer et al. 1987) fasste die
Entwicklungen auf diesem Gebiet schliesslich in einer einheitlichen Theorie — der Wave-
lettheorie — zusammen. Stephan Mallat (1989) von der New York University und Ingrid
Daubechies (1988, 1990, 1993) von den Bell Labs entwickelten die Theorie weiter und stell-
ten Zusammenhénge zur Signalverarbeitung her. Die Wavelettheorie ist jedoch alles ande-
re als leicht verdaulich: “Wavelets pur sind ein hochgeziichtetes Produkt der Mathematik
und man bendtigt einen gewaltigen Apparat, um alle Zusammenhénge zu erldutern (Zeller
1994).” Ein Grossteil der Forschung in diesem Bereich beschiftigt sich damit, neue Wa-
veletbasisfunktionen zu finden und zu beweisen, dass sie den mathematischen Anspriichen
gentigen.

7.1 Konzept der Wavelettransformation

Wihrend bei der Fouriertransformation noch zwei Funktionen (Cosinus und Sinus) als
Grundbausteine des Baukastens fiir periodische Signale dienen, ist dies bei der Wave-
lettransformation noch eine einzige ausgezeichnete Funktion, aus der sich alle Signale auf
eine bestimmte Weise zusammensetzen lassen. Diese Funktion wird Basis- oder mother

!Wenn der diskrete kurvilineare Distanzparameter t als Zeit aufgefasst wird.
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Abbildung 7.1: Eine “kleine” Funktion, welche aber das “Wellen”-Kriterium nicht erfiillt
und somit auch keine “kleine Welle” (wavelet) sein kann.

wavelet 1 genannt?. Die Signale, die mit Hilfe eines “Waveletbaukastens” entstehen, sind
nicht mehr periodisch — auch zur Fouriertransformation von nicht-periodischen Signalen
wird die Periode schliesslich kiinstlich erzeugt (vgl. 6.1.5). Um alle Signale beliebiger Dauer
und endlicher Energie aus Varianten einer einzigen Funktion zusammensetzen zu konnen,
geniigt es nun aber nicht mehr, nur gestauchte und gedehnte Varianten (Dilatationen) einer
Basisfunktion zu benutzen. Dieses Ziel erreicht man erst dann, wenn sich die ausgewahlten
Basisfunktionen auch beliebig verschieben (Translationen) lassen. Allen Basisfunktionen ist
gemeinsam, dass der jeweilige Baukasten, den sie erzeugen, aus Dilatationen und Trans-
lationen ihres mother wavelets 1 bestehen (Zeller 1994). Angesichts der grossen Anzahl
der dadurch entstehenden Basisfunktionen kann Strichartz (1994) dem (etablierten) Namen
mother wavelet allerdings nicht viel abgewinnen: “In the French literature it [die Funktion,
welche die Dilatationen und Translationen beschreibt] is sometimes called “le péere” and
is called “la mere”, but this shows a scandalous misunderstanding of human reproducti-
on; in fact, the generation of wavelets more closely resembles the reproductive life style of
amoebas.”

Wodurch zeichnet sich eine solche “kleine Welle” (engl. wavelet) nun aus? Wavelets
miissen einerseits oszillieren® (daher die “Welle”) und andererseits Amplituden aufwei-
sen, welche sowohl in negativer wie positiver Richtung rasch gegen Null streben (deshalb
“klein”). Eine Sinusfunktion erfiillt das Kriterium der Welle, konvergiert aber nicht gegen
Null und kann somit kein Basiswavelet sein. Die Funktion in Abbildung 7.1 andererseits
konvergiert wohl beidseitig gegen Null, oszilliert aber nicht. Beide Bedingungen erfiillen
hingegen die Funktionen in Abbildung 7.2. Dabei handelt es sich um Wavelets, welche im
Wawelet Packet Laboratory (Coifman et al. 1992; WPL 1994), einer Software zur explora-
tiven Waveletanalyse, implementiert sind.

Es existieren verschiedene Arten von Wavelettransformationen. Der allgemeinste Fall ist

Dieses 1) steht in keinem Bezug zu jenem des psi-s Plots. 1) wurde deshalb gewshlt, weil es der géngigen
Notation fiir Basiswavelets entspricht.

3Die Forderung nach Oszillation leitet sich aus dem Erfordernis ab, dass das Integral iiber einem Wavelet
Null ergeben muss.
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Abbildung 7.2: Basiswavelets aus dem Wavelet Packet Laboratory. Vinr: Daubechies Wave-
let, Coifiet, Beylkin Wavelet, Vaidyanathan Wavelet. Aus: WPL (1994).

die kontinuierliche Wavelettransformation (Daubechies 1993), welche es den Parametern,
welche Dilation und Translation des Basiswavelets steuern, erlaubt, jeden beliebigen reellen
Wert anzunehmen. Fiihrt man sich vor Augen, dass dies bedeutet, dass ein mit einem be-
stimmten Faktor skaliertes Basiswavelet nun in sehr kleinen Schritten entlang dem Signal
verschoben wird, wird klar, dass der “Waveletbaukasten” aus sehr vielen formidentischen,
aber sich iiberlappenden Funktionen besteht. Die Folge ist eine Fiille hochgradig redun-
danter Waveletkoeffizienten. Abhilfe schafft die diskrete Wavelettransformation mit einer
orthonormalen Waveletbasis (Daubechies 1993) wie sie im néchsten Abschnitt behandelt
wird.

7.1.1 Orthonormale Haar-Waveletbasis
Erstellung der Waveletbasis

Um eine orthonormale Waveletbasis zu erhalten, ist es einerseits notig, nur gewisse Di-
latationen und Translationen des Basiswavelets zuzulassen. In den meisten Anwendungen
kommt eine Basisfunktion zum Zug, welche in Zweierpotenzen skaliert wird (sog. dyadische
Skalierung, Wilson 1993):

(7.1) P (z) = 27 2p(27 ™z — n)

Die Parameter m und n, welche Dilatation und Translation des Basiswavelets bestimmen,
koénnen zudem nur noch ganzzahlige Werte annehmen. Andererseits muss ein Basiswavelet ¢
gefunden werden, welches auch wirklich eine orthonormale Basis bildet. Das alteste Beispiel
fiir eine solche Funktion ist die sogenannte Haar-Funktion (Haar 1910):

1 0<z<1/2,
(7.2) Plz) =< -1 1/2<z<1,

0 sonst.

Dabei handelt es sich um eine denkbar einfache Funktion, wie Abbildung 7.3 (Mitte) zeigt.
Daraus wird auch ersichtlich, dass es sich bei Basiswavelets nicht um stetige Funktionen
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Abbildung 7.3: Das Haar-Basiswavelet (Mitte) und verschobene (in Zeilenrichtung) und
skalierte (in Kolonnenrichtung) Versionen 1y, , davon.

handeln muss. Nun, da wir eine konkrete Basisfunktion zur Hand haben, kann auch Glei-
chung 7.1 veranschaulicht werden. Rund um das Basiswavelet in Abbildung 7.3 sind skalier-
te und verschobene Versionen desselben fiir verschiedene Werte von m (Dilatation) und n
(Translation) angeordnet. Daraus geht auch hervor, welche Funktion der Normalisierungs-
term 2-™/2 in Gleichung 7.1 erfullt: er stellt sicher, dass die Energie E

(73) B(f) = [ 1P ds

eines jeden Wavelets 1 betrégt. Die Energie eines Haar-Wavelets 1, ,(z) berechnet sich
demzufolge aus

27 (n+1)
(7.4 BWn) = [ Yma(e)da
Die Integrationsgrenzen definieren die sogenannte Unterstitzung (engl. support) des Wave-
lets. Ausserhalb dieses Intervalls ist der Funktionswert eines Wavelets Null.

Der vollstandige Beweis, dass eine Haar-Basis tatsachlich eine orthonormale Wavelet-
basis definiert, soll hier nicht wiedergegeben werden. Er kann bei Bedarf in Daubechies
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Abbildung 7.4: Zwei Haar-Wavelets; der Support des “schmaleren” Wavelets liegt vollstandig
in einem Intervall, auf welchem das “breitere” Wavelet konstant ist. Nach Daubechies
(1993).

(1993) nachgelesen werden. Es soll hier lediglich gezeigt werden, dass die , ,, orthonormal
zueinander sind, was dem ersten Teil des Beweises entspricht. Normalitat ist, wie oben
beschrieben, dadurch gegeben, dass die Wavelets alle eine Energie von 1 aufweisen. Bleibt
noch zu zeigen, dass die Wavelets einer Haar-Familie orthogonal sind. Zwei Funktionen
f(z) und g(z) sind orthogonal, wenn ihr inneres Produkt [ f(z)g(z)dz Null ist. Dass dies
fiir Haar-Wavelets gilt, ist einfach zu zeigen. Weil die Unterstiitzung eines Wavelets 1, ,,
nur das Intervall [2™n,2™(n + 1)] umfasst, folgt, dass sich zwei Haar-Wavelets mit dersel-
ben Skalierung (mit demselben m-Wert) nie iiberlappen. Deren inneres Produkt ist somit
Null. Uberlappender Support ist nur dann moglich, wenn es sich um Wayvelets verschiede-
ner Grosse handelt, wie in Abbildung 7.4 gezeigt. Es ist jedoch leicht zu ersehen, dass der
Support von P, », wenn gilt m < m/, vollstdndig in einem Bereich liegt, in dem )y s
konstant ist. Daraus folgt, dass das innere Produkt von %), , und %),y ,» proportional zum
Integral von 1) selbst ist, welches jedoch Null ist (Daubechies 1993).

Die Basisfunktionen unseres “Haar-Waveletbaukastens” hitten wir somit bestimmt.
Durch geschickte Kombination dieser Funktionen sollte es nun moglich sein, ein beliebiges
Signal zu approximieren. Bleibt die Frage, wieviel jede dieser Funktionen zur Approximation
des Signals beisteuern soll. Davon handelt der nachste Abschnitt.

Berechnung der Waveletkoeffizienten

Bei den gesuchten Betrdgen, welche die einzelnen Waveletfunktionen gewichten, handelt
es sich um die Waveletkoeffizienten Wiy, ,(f) der zu transformierenden Funktion f(¢). Ein
solcher Koeffizient fiir eine gegebene Skalierung m und eine Translation n sagt etwas dariiber
aus, wie gut das Signal f(t) mit dem transformierten Basiswavelet 1)y, ,, ibereinstimmt; ist
das Signal f(t) gleich 9y, n, dann wird der Koeflizient einen grossen Wert aufweisen. Der
Waveletkoeflizient reprasentiert somit den “Korrelationsgrad” zwischen zwei Funktionen
fiir eine bestimmte Skalierung und Translation. Es ist naheliegend, zur Berechnung der
Waveletkoeffizienten wieder auf das innere Produkt der beiden Funktionen f(t) und %, »(t)
zurickzugreifen:

(7.5 W) = [ £Epma(t)dt

Die Menge aller Waveletkoeffizienten W, ,(f) definiert die Wavelettransformation der
Funktion f(¢) in bezug auf das Basiswavelet ¢. Im Unterschied zu anderen Transforma-
tionen ergibt eine Wavelettransformation erst einen Sinn, wenn eine andere Funktion mit
ihr assoziert wird, namlich diejenige des mother wavelets 1. Ein Signal f(¢) hat unendlich
viele “Wavelettransformationen”, weil viele verschiedene Basiswavelets existieren (fiir jedes
mother wavelet existiert eine eigene WT).
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Die Rekonstruktion des urspriinglichen Signals f(t) aus einer Wavelettransformation ge-
staltet sich einfach. Es handelt sich um die mit den Waveletkoeffizienten gewichtete Summe
der skalierten und verschobenen Versionen des Basiswavelets 1):

(7'6) f(t) = Z Wm,n(f)"/’m,n(t)

m,n€Z

Zusammenfassung

Hier sind die Formeln zur Berechnung der Waveletkoeffizienten Wy, ,,(f) einer Funktion
f(t) basierend auf einer Haar-Basis noch einmal zusammengefasst:

2™ (n+1)
(7.7 WannlD)= [ Ft0ma(t) dt
mit
(7.8) P (t) = 27™ 2p(27™t — n)
und

1 0<z<1/2
(7.9) P(r) =< -1 1/2<z <1,

0 sonst.

Fourier- und Wavelettransformationen lassen sich einfach miteinander in Bezug setzen.
Fouriermodelle reprasentieren Funktionen als gewichtete Summe von Sinus- und Cosinus-
funktionen verschiedener Frequenz. Das Gewicht jeder einzelnen Frequenz ist gegeben durch
die Fourierkoeffizienten ay und by, (vgl. Kapitel 6). Analog dazu reprasentieren Waveletmo-
delle beliebige Funktionen durch eine gewichtete Summe von skalierten und verschobenen
mother wavelets. Das mother wavelet der Wavelettransformation ersetzt die Sinus- und
Cosinusfunktion, Dilatation und Translation ersetzen die Frequenzveranderungen und die
zweidimensionale Oberflache der Waveletkoeffizienten ersetzt die eindimensionalen Fourier-
koeffizienten (Young 1993).

7.2 Wavelettransformation parametrisierter Linien

Die Haar-Funktion wird in der Literatur jeweils bloss als einfaches Beispiel zur Konstrukti-
on einer orthonormalen Waveletbasis beigezogen. Im gleichen Atemzug wird jeweils auf die
Nachteile der Haar-Funktion hingewiesen. Kritisiert wird in erster Linie die relvativ schlech-
te Lokalisierung infolge der stiickweise konstanten Funktionsabschnitte sowie die Diskonti-
nuitdt der Funktion (Daubechies 1993). Unter der Voraussetzung, dass die Ursprungslinie
nur mit Schrittweiten 2¢ (k € Ny) abgetastet wird, erweist sich eine Haar-Basis fiir eine
Wavelettransformation eines t-alpha Plots aber als geradezu ideal. Mit Segmentlédngen von
1, 2, 4, ... stellt die Sprungstelle eines Haar-Wavelets kein Problem dar, weil diese dann
u.U. genau mit einer Diskontinuitdt des t-alpha Plots zusammenfallt. Die mangelnde Loka-
lisierung kommt nicht zum Tragen, weil wir es mit einem abgetasteten Signal zu tun haben.
Somit bestimmt die Auflésung des t-alpha Plots die maximal mogliche Lokalisierung und
nicht die Form des Basiswavelets. Eigene Experimente mit dem Wavelet Packet Laboratory
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(Coifman et al. 1992; WPL 1994) haben ergeben, dass die Wavelettransformation eines ¢-
alpha Plots mit einer Haar-Basis mindestens so gut ausféllt wie mit einem anderen, stetigen
mother wavelet, wie sie z.B. in Abbildung 7.2 dargestellt sind.

Im Gegensatz zur Fourierreihe, wo die bestmogliche Approximation theoretisch nur mit
unendlich vielen Koeffizienten erreicht werden kann, ist die Anzahl der Waveletkoeffizienten
zur Erzielung der bestmoglichen Approximation endlich und determinierbar:

Mmint Das schmalste Wavelet ist abhingig von der Abtastschrittweite At = 2k der Ur-
sprungslinie, welche die Segmentlinge des t-alpha Plots bestimmt. Das Supportin-
tervall 2™mmin des schmalsten Wavelets muss doppelt so breit sein wie das kiirzeste
Liniensegment (vgl. Abb. 7.5), also 25!, Daraus folgt:

(7.10) Mmin =k + 1

Mmaz: Das breiteste Wavelet ist abhangig von der Lange des t-alpha Plots tp,q, + 1 und
somit von der Lange der Ausgangslinie. Das Supportintervall 2™me= des breitesten
Wavelets muss so gross sein, dass der ganze t-alpha Plot Platz darin findet (vgl. Abb.
7.6), also

(7.11) Mmaz = ceil(Ib(tmaz + 1)),

wobei die C Funktion ceil(x) (fiir engl. ceiling, Decke) den kleinsten Ganzzahlwert
nicht kleiner als x zuriickgibt (Kernighan und Ritchie 1988). Die Koeffizienten m' mit
m' > Mpar werden in der Konstante ¢ zusammengefasst (Berechnung siehe 7.2.1).

Numint Startposition der Translationen ist der Anfangspunkt des ¢-alpha Plots, somit

(7.12) Tmin = 0

Nmaz: Die Anzahl der Translationen ist abhéngig von der Léange des t-alpha Plots tyq, + 1
und vom Betrag des Supports der Wavelets mit einer bestimmten Skalierung m (vgl.
Abb. 7.7):

ma:c+1

(7.13) Pomas () = ceil(: 2121

7.2.1 Berechnung der Verschiebungskonstante c

Fir Wavelets ¥,y o mit m’ > myq, liegt die gesamte t-alpha-Funktion im positiven Sup-
portbereich des Wavelets. Mit zunehmendem m' wird der Beitrag des betreffenden Koeffizi-
enten bedingt durch die Energienormalisierung (vgl. Gleichung 7.1) immer kleiner. Bei der
Rekonstruktion der Funktion durch die inverse Wavelettransformation (vgl. Gleichung 7.6)
tragen diese Koeffizienten W, o dazu bei, dass sich der Graph der Funktion von “unten”
her asymptotisch seiner urspriinglichen Lage nahert. Der Beitrag aller Wy, o besteht somit
darin, die Kurve durch eine vertikale Translation an ihre eigentliche Lage zu verschieben.
Diese Koeffizienten miissen nun aber nicht alle berechnet und aufsummiert werden (es waren
zudem unendlich viele), sondern diese Summe lédsst sich, da es sich um eine geometrische
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Abbildung 7.5: Eine t-alpha Kurve (fett) und ein Haar-Wavelet 1y, ,, (strichliert). Links:
Das “schmalste” Wavelet, dessen Koeffizient bei einer Abtastschrittweite At nicht Null wird.
Dessen Support entspricht 2At. Rechts: Das néchstkleinere Wavelet ist immer vollsténdig
in einem Intervall des ¢-alpha Plots enthalten, wo dieser konstant ist. Ein solcher Wavelet-
koeffizient ist immer Null, weil das innere Produkt zwischen )y, , und a(t) Null ist.

Abbildung 7.6: Ein vollstandiger ¢-alpha Plot einer fiktiven Linie (oben) und drei Wavelets
mit grossem ' (unten). Bei 1,10 liegt die Funktion nicht vollstindig innerhalb des
Supports des Wavelets. Bei 1, o ist dies der Fall, und die Kurve liegt nicht ausschliesslich
im positiven Support des Wavelets. Bei 1,11, liegt die Kurve vollstandig im positiven
Support des Wavelets. Der Koeffizient fiir dieses und jedes Wavelet mit noch grésserem m
entspricht dem Integral iiber der Kurve, gewichtet mit dem Energienormalisierungsfaktor.
Diese unendliche Summe der Waveletkoeffizienten mit m > m/' lasst sich einfach berechnen.
Es ist somit nicht notig, diese einzeln zu bestimmen. Daraus folgt, dass myq, gleich m/
sein sollte.
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Abbildung 7.7: Die maximale Anzahl an Translationen (nm,qz(m)) hingt von der Skalierung
m ab. Sie muss so gewahlt werden, dass das betreffende Wavelet 1y, ,, entlang der ganzen
Funktion verschoben werden kann.

Reihe handelt, mit einer Formel berechnen. Die Berechnung der Wy, ¢ fiir m’ > myq5 nach
Formel 7.7 vereinfacht sich zu

(7.14) W o) =277 [ 1(0)

weil die ganze Funktion f(¢) im positiven Support des betreffenden Wavelets liegt und sich
Y o (Gl 7.8) reduziert zu 2-™'/2_ Bei der Rekonstruktion nach Gleichung 7.6 schligt ein
solches W, o folgendermassen zu Buche:

(7.15) W ol £ hmso(t) = 277 [ gy = 27" [ gy as

Die gesuchte Translationskonstante ¢ ergibt sich aus der Summe

(716) c= ¥ Wuolfwo) = 27 [f0dt = [fwyae Y 2

m >Mmaz m' >Mmaz

Beim Term )~ 2™ handelt es sich um eine unendliche geometrische Reihe. Deren Summe s
lasst sich allgemein bestimmen aus

a1

(7.17) s= lim s, =

n—00 1—q

Ani1
lgl <1,q= Z+ ,q#0,g#1

n
a1 = Anfangswert
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Faktor ¢ und Anfangswert a; sind in unserem Fall offensichtlich
9—(m+1) 1
— — —_ - mam+1
(718) q= o—m = 5, a; = 2 (m )
und die Summe s demnach

0 2*(mma:c+1)

A = 2—’!77,’ N — Z_mmam
(7.19) s Z 7
m' =mmaz+1
Gleichung 7.19 eingesetzt in 7.16 ergibt schliesslich die gesuchte Verschiebungskonstan-
te c:

(7.20) ¢ = 2 Mmas / oL

handelt. Nun haben wir alle notigen Formeln zur Hand, um die unendliche Doppelsumme
der inversen Wavelettransformation aus Gleichung 7.6 in eine endliche zu verwandeln:

Mmaz Mmaz (m)

(7.21) fO=ct+ Y. > Waalf)bmalt)

M=Mmin N=Nmin

7.2.2 Bestimmung der Anzahl Koeffizienten

Wieviele Koeffizienten umfasst nun eine Wavelettransformation einer Linie? Am einfachsten
lasst sich diese Anzahl bestimmen, wenn sowohl die Linienlange als auch die Schrittweite ein
Vielfaches von 2 ist. Die Linge kann dann als 2!, die Abtastschrittweite als 2% geschrieben
werden. Die Anzahl Koeffizienten Wy ergibt sich dann aus

(7.22) Wy =20k 1

In der Praxis handelt es sich bei der Lange einer parametrisierten Linie nattirlich kaum
um ein Vielfaches von 2. Um die Anzahl der Koeffizienten exakt zu bestimmen, muss die
Anzahl der Summanden in Gleichung 7.21 ermittelt werden. Eine sehr gute Naherung liefert
allerdings

(7.23) Wn = 2nmaz (mmin)a

wie aus Abbildung 7.8 klar werden sollte. Fiir die “Abtastung” des gesamten t-alpha Plots
mit Lange 20 werden mit dem “schmalsten” Wavelet 1) ; exakt 10 Schritte benotigt. Wird
das Wavelet weiterverschoben, resultieren nur noch Koeffizienten mit dem Wert Null. Das
néchstbreitere Wavelet benotigt noch halb soviele Schritte (weil es ja doppelt so breit ist),
namlich noch fiinf. Nun lisst sich die Anzahl der Schritte nicht mehr ganzzahlig teilen,
weshalb das Wavelet 43 ;, drei Schritte benétigt. Die beiden nachstbreiteren Wavelets brau-
chen noch zwei, bzw. einen Schritt um die ganze Funktion zu tiberstreichen. Bei der Anzahl
benotigter Wavelets handelt es sich folglich um:

(7.24) Wy =10+ ceil(?) + ceil(?) + ceil(%) + ceil(%) =21
Von der Rundung durch den ceil-Operator abgesehen handelt es sich dabei um die Summe
einer geometrischen Reihe. Gleichung 7.23 basiert denn auch auf dieser Annahme. Die
Approximation von Wy durch 7.23 ergibt 20 anstatt der korrekten 21 Koeffizienten.

Dies bedeutet, dass die Anzahl Koeffizienten in etwa gleich gross ist wie die Anzahl
Segmente im t-alpha Plot. Die Wavelettransformation weist somit eine lineare Komplezitat

in Abhéngigkeit der Linienlange auf.
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Abbildung 7.8: Darstellung eines t-alpha Plots einer mit Schrittweite 1 abgetasteten Linie
(unten) und der dazugehorigen Waveletkoeffizienten (oben). Die Breite eines Rechtecks ent-
spricht dem Support des fraglichen Wavelets. Links oben befindet sich der Waveletkoeffizient
Wi, rechts daneben Wi 1, dann Wi o, usw. Auf der zweiten Zeile folgt ganz links aussen
Wa,0, auf der dritten Zeile W3 und zuunterst schliesslich W5 . Positive Werte sind griin
dargestellt, negative rot und Nullwerte schwarz, mit Ubergangsfarben flir Zwischenwerte.
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7.2.3 Inverse Wavelettransformation

Die inverse Wavelettransformation eines t-alpha Plots gemass Gleichung 7.21 resultiert in
einer perfekten Rekonstruktion der a(t) Funktion und somit auch der Ausgangslinie. An-
ders als bei der inversen Fouriertransformation ist bei der Wavelettransformation klar (a)
wieviele Koeffizienten berechnet werden missen und (b) wieviele Koeffizienten zur Rekon-
struktion bendétigt werden, um die “bestmogliche” Approximation des Ausgangssignals zu
erzielen*. Im Falle der Wavelettransformation handelt es sich bei (a) und (b) um dieselben
Koeffizienten. In Kapitel 6 wurden zur Bestimmung der nétigen Anzahl Koeffizienten die
Abbildungen 6.8 bis 6.19 beigezogen. Fiir die inverse Wavelettransformation ware das ent-
sprechende Vorgehen nicht nétig. Trotzdem sollen Rekonstruktionen, welche lediglich auf
einem Teil der Waveletkoeffizienten basieren, auch hier wiedergegeben werden (allerdings
nurmehr fiir Linie 587ungen). Zum einen, um zu zeigen, welches Degradationsverhalten
eine Wavelettransformation aufweist, zum anderen aber auch, um auf das Potential von
Filteralgorithmen hinzuweisen, wie sie Fritsch und Lagrange (1995) vorgeschlagen haben.

Dem “Abschneiden” von Fourierkoeffizienten (Rekonstruktion aus den ersten n Koeffi-
zienten) entspricht bei der Wavelettransformation das Weglassen einer ganzen Klasse von
Koeffizienten. Wahrend durch das Weglassen eines Fourierkoeffizienten die entsprechen-
de Frequenz global fiir die ganze zu rekonstruierende Funktion eliminiert wird (da keine
Lokalisierung vorhanden ist), fithrt ein analoges Vorgehen bei einer Wavelettransformation
lediglich zur lokalen Unterdriickung der “Frequenz” (im Bereich des Supports des jeweiligen
Wavelets). Um globale Veranderungen zu erzielen, miissen demnach alle Waveletkoeffizien-
ten fiir eine bestimmte Dilatation m eliminiert werden (entsprechend einer Zeile in der
Darstellung der Waveletkoeffizienten in Abbildung 7.8). Wir schreiben solche Klassen von
Waveletkoeffizienten fortan als Wi ,, Wa 5, usw. Werden verschiedene Klassen zusammen-
gefasst, so wird dies als W1...11,n, Wa...11,n, usw. geschrieben. In den Abbildungen 7.9, 7.11
und 7.13 sind solche partielle Rekonstruktionen dargestellt.

Wie bei der inversen Fouriertransformation ist es aber auch méglich, die Waveletkoef-
fizienten zuerst absteigend nach ihrer absoluten Amplitude zu sortieren und erst dann die
ersten n Koeffizienten fiir die Rekonstruktion auszuwihlen®. Die Abbildungen 7.10, 7.12
und 7.14 zeigen die Resultate dieser Rekonstruktionsmethode.

Im Vergleich zur Fourierreihe féllt sofort die Angularitdt der Approximation auf. Dies
ist aber nur auf den ersten Blick ein Nachteil, denn es ist bedeutend einfacher, eine kantige
Kurve in einem Nachbearbeitungsschritt zu glatten (z.B. mit einem Gauss’schen Filter)
als umgekehrt. Es zeigt sich auch, dass die vermeintlich ineffiziente Waveletreprésentation,
was die Anzahl Koeffizienten betrifft, ohne grossen Qualitdtsverlust komprimiert werden
kann. Auch mit der Halfte der fiir eine optimale Approximation nétigen Koeffizienten — 753
statt 1505 — kann eine beinahe perfekte Ubereinstimmung mit der Ausgangskurve erzielt
werden. Eine amplitudenbasierte Rekonstruktion kommt u.U. sogar mit lediglich 25% der
Koeffizienten aus.

Mit der Wavelettransformation wurde somit eine Repréasentation gefunden, welche die in
Abschnitt 1.2 geforderte lokalisierte Komponentendarstellung einer Linie erlaubt. Allerdings
kann das Kriterium der fixen Lange, welches die Fourierreprasentation noch erfiillte, bedingt
durch die Lokalisierung nicht mehr erfiillt werden. Die Effizienz der Berechnung konnte
allerdings gegentiiber der Fourierreihe noch gesteigert werden, weil sich samtliche Iterationen

“Im Falle der Fourierreihe wiren dies unendlich viele Koeffizienten.
Dieses n steht in keiner Beziehung zum Translationsindex n eines Wavelets, bzw. dessen Koeffizienten.



7.2. WAVELETTRANSFORMATION PARAMETRISIERTER LINIEN 85

auf das Supportintervall des gerade verarbeiteten Wavelets beschrianken lassen. Dies gilt
sowohl fiir die Transformation als auch fiir deren Inverse. Wie bereits im Abschnitt 7.2.2
gezeigt wurde, weisen die Algorithmen zur Berechnung der Wavelettransformation zudem
lediglich eine lineare Komplexitat auf.
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Abbildung 7.9: Ausschnitt aus der Approximation des t-alpha Plots der Linie 587ungen
(vgl. Abb. 3.3) durch die (von oben links nach unten rechts) Waveletkoeffizienten W1 _ 115,
(1505), Wa..11,n (753), Wa..11,n (377), Wa.11,n (189), Ws..11,n (95) und We_ 11,n (48). In
Klammern stehen die Anzahl Koeffizienten.
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Abbildung 7.10: Ausschnitt aus der Approximation des ¢-alpha Plots der Linie 587ungen
durch die (von oben links nach unten rechts) 50% (753), 25% (377), 12% (189), 6% (95), 3%
(48) der Waveletkoeffizienten mit der grossten absoluten Amplitude. In Klammern stehen
die Anzahl Koeffizienten.
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Abbildung 7.11: Riicktransformation der Approximationen aus 7.9 in die z,y-Ebene und
Uberlagerung mit der Ausgangslinie 587ungen. Der Ausschnitt entspricht jenem des t-alpha
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Abbildung 7.12: Riicktransformation der Approximationen aus 7.10 in die z,y-Ebene und
Uberlagerung mit der Ausgangslinie 587ungen. Der Ausschnitt entspricht jenem des t-alpha
Plots.
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Abbildung 7.13: Approximation der Linie 587ungen (via t-alpha Plot) durch die Wavelet-
koeffizienten (von oben links nach unten rechts) Wi 11, (1505), Wo 11, (753), W3 11,0
(377), Wy..11,n (189), Ws..11,n (95) und W, 11, (48), iiberlagert mit der Ausgangslinie. In
Klammern stehen die Anzahl Koeffizienten.
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Abbildung 7.14: Approximation der Linie 587ungen (via t-alpha Plot) durch die (von oben
links nach unten rechts) 50% (753), 25% (377), 12% (189), 6% (95), 3% (48) der Wavelet-

koeffizienten mit der grossten absoluten Amplitude, iiberlagert mit der Ausgangslinie. In
Klammern stehen die Anzahl Koeffizienten.



Kapitel 8

Untersuchung von Linienpaaren

Im Verlauf dieser Arbeit wurden bislang lediglich einzelne Linien transformiert, zuerst in
den Parameterraum, dann in den Frequenz- und Waveletraum. Im Hinblick auf die Wissens-
extraktion aus manuell generalisierten Linien ist jedoch auch von Interesse, wie die Be-
schreibungen der ungeneralisierten und der generalisierten Version einer Linie korrelieren.
Von einer “guten” Reprasentation im Sinne von Abschnitt 2.2 wird erwartet, dass sie das
Stabilitatskriterium erfillt. Zwei dhnliche Kurven sollten demnach auch ahnliche Beschrei-
bungen aufweisen. Sie sollten sich lediglich an Stellen unterscheiden, wo auch tatsachlich
Abweichungen zwischen den Kurven auftreten. In diesem Kapitel wird vorwiegend auf Pro-
bleme hingewiesen, welche auftreten, wenn Linienpaare analysiert werden sollen.

Wie aus Abbildung 8.1 ersichtlich ist, steht es um die Stabilitdt des t-alpha Plots
schlecht bestellt. Die t-alpha-Reprasentation teilt dieses Schicksal mit allen anderen kur-
vilinearen Parametrisierungen. Dadurch, dass der Bezug zum Ortsraum einzig und alleine
durch den Anfangspunkt der Parametrisierung gegeben ist, pflanzen sich lokal auftretende
Verkiirzungen, wie sie fiir die Generalisierung typisch sind (z.B. infolge Eliminierung einer
Kleinform), iber die ganze Lange der Linie fort. Es ist offensichtlich, dass die Représentation
nicht a priori instabil ist, die beiden t-alpha Plots weisen sehr wohl eine dhnliche Gestalt
auf. Das grosse Problem ist die fehlende Lokalisierung. Abhilfe kénnte eine Dehnung der
kiirzeren, generalisierten Linie auf die Lange der ungeneralisierten Linie schaffen. Eine ein-
fache lineare Dehnung, wie sie in Abbildung 8.2 dargestellt ist, geniigt allerdings nicht. Die
Korrelation verbessert sich lediglich an den beiden Enden der Kurve, dazwischen ist kei-
ne Verbesserung auszumachen. Mehr Erfolg diirfte eine nicht-lineare Dehnung (bzw. eine
stliickweise lineare) versprechen, so dass die entsprechenden lokalen Extrema der beiden
t-alpha Plots iibereinander zu liegen kommen.

Angenommen, es wird eine Dehnungsmethode gefunden, welche es erlaubt, die t-alpha-
Reprasentationen eines Linienpaars zu synchronisieren, dann konnten in einem zweiten
Schritt die Wavelettransformationen der beiden Linien berechnet werden. Die Residuen'
der beiden Transformationen (Koeffizienten) beschreiben dann aber erst, wie aus der Wa-
velettransformation der ungeneralisierten Kurve jene der gestreckten generalisierten Kurve
erhalten werden kann. Das bedeutet, dass z.B. ein Neuronales Netz neben der Bestimmung
der neuen Koeffizientenwerte auch gleich noch die Stauchungsfaktoren bestimmen miisste,
was wenig erfolgversprechend scheint.

1].*;)s kénnte sich auch um multiplikative Relationen handeln. Fiir die folgenden Uberlegungen ist die Art
der Ubergangstransformation unerheblich.
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Abbildung 8.1: Die t-alpha Plots der Linien 501ungen (oben) und 501gen (unten).
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Abbildung 8.2: Linear gedehnte Version des t-alpha Plots der Linie 501gen.

Unter diesem Gesichtspunkt betrachtet erscheint die vielgepriesene Lokalisierung der
Wavelettransformation plotzlich als Nachteil. Die Fouriertransformation andererseits ist re-
sistent gegen variierende Linienlangen. Unabhangig von der Lange der einzelnen Linie eines
Paars konnen mit jeweils gleich vielen (und gentigend vielen) Koeffizienten beide Linien
rekonstruiert werden. Wie zu befiirchten, hat auch dieser Ansatz einen Pferdefuss. Von
der Fouriertransformation kann namlich mit Blick auf Abbildung 8.4 behauptet werden,
dass sie nicht stabil ist. Dargestellt sind die ersten 100 Fourierkoeffizienten des Linienpaars
488, welches in Abbildung 8.3 wiedergegeben ist. Die beiden Linien kénnen ohne weite-
res als sehr ahnlich bezeichnet werden, abgesehen von einer Kriimmung im Mittelteil der
Ausgangskurve, welche in der manuell generalisierten Version unterdriickt wurde. Ware das
Stabilitatskriterium erfiillt, wiirde man erwarten, dass sich die Fouriertransformationen die-
ser beiden Linien tiber weite Strecken sehr dhnlich sind. Dies ist offensichtlich nicht der Fall.

Anders die Waveletkoeffizienten, wie sie aus Abbildung 8.5 hervorgehen. Abgesehen von
einer leichten Positionsverschiebung, bedingt durch eine ebenfalls geringe Linienverkiirzung,
ist, mit Ausnahme des Bereichs zwischen ¢ = [376,...,465], eine relativ gute Korrelati-
on auszumachen. Positive Koeffizienten sind griin, negative rot und solche mit Wert Null
schwarz dargestellt. Es ist zu beachten, dass die Farbwerte nicht tiber Zeilen hinweg ver-
glichen werden konnen; dem jeweils grossten Wert einer Zeile m wird 100 % Grin (d.h.
RGB x00£f00), dem kleinsten 100% Rot (RGB xff0000) zugewiesen. Diese Skalierung wur-
de notig, weil die Koeffizientenamplituden mit aufsteigendem m zunehmen. Eine Skalierung
iiber alle Zeilen hatte zur Folge, dass die Koeffizienten im oberen Bereich der Darstellung
grosstenteils schwarz dargestellt wiirden.

Es ist ebenfalls ersichtlich, dass, wie schon aus dem t-alpha Plot, auch aus dessen Wave-
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Abbildung 8.3: Die Linie 488ungen und die manuell generalisierte Linie 488gen.
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Abbildung 8.4: Die ersten 100 Fourierkoeffizienten der Linien 488ungen (oben) und 488gen
(unten).
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lettransformation Formeigenschaften der Kurve abgelesen werden konnen. Findet innerhalb
des Supports eines Wavelets eine Abnahme des a-Wertes statt (d.h. die Kurve beschreibt
eine Rechtskurve in der z,y-Ebene), dann resultiert dies in einem positiven (d.h. griin dar-
gestellten) Waveletkoeffizienten. Die Begriindung dafiir ist einfach zu geben: eine Abnahme
des a-Wertes bedeutet, dass der Graph des t-alpha Plots links “hoher” ist als rechts. Ge-
nau diese Form weist aber auch unser Basis-(Haar)-Wavelet auf. Das innere Produkt (vgl.
Gl. 7.5) zwischen dem Wavelet und dem betreffenden Abschnitt des t¢-alpha Plots ist so-
mit positiv (“hohe Korrelation”). Das Analoge gilt, mit umgekehrten Vorzeichen, fiir eine
Zunahme von «; die Koeffizienten werden negativ und somit rot dargestellt. Kommt ein
Wavelet vollstandig in einen Bereich zu liegen, in dem t-alpha konstant ist, wird das in-
nere Produkt, und somit auch der Koeffizient, Null. Diese hohe negative Korrelation der
Waveletkoeffizienten mit A« hat zur Folge, dass auch aus der Wavelettransformation die
Wendepunkte, welche die Kurve in der z, y-Ebene aufweist, abgelesen werden konnen: sie
liegen im Bereich, wo die Koeffizienten flr ein gegebenes m ihr Vorzeichen wechseln. Die
Wendepunkte konnen natirlich am genauesten in der Waveletklasse 7, lokalisiert wer-
den.

Nun soll noch kurz auf die Koeffizienten zwischen ¢ = [376,...,465] eingegangen wer-
den. In diesem Bereich liegt offensichtlich keine Korrelation zwischen den Koeffizienten der
ungeneralisierten und generalisierten Linie vor. Das ist aber auch gut so: beim gewahlten
Ausschnitt handelt es sich ndmlich genau um jene Stelle, wo die beiden Kurven im Ortsraum
die grossten Unterschiede aufweisen. Wie es sich fiir eine stabile Reprasentation gehort, un-
terscheiden sich an dieser Stelle auch die beiden Wavelettransformationen am starksten.
Abbildung 8.6 zeigt, wie sich die rekonstruierte Linie /88ungen im Ortsraum verhélt, wenn
— analog zur Wavelettransformation von 488gen — den Koeffizienten in den obersten 6 Zei-
len (m1.5), deren Support vollstandig im Intervall ¢ = [376,...,465] liegt, der Wert Null
zugewiesen wird. Die Kurve wird, wie erhofft, eliminiert. An diesem Beispiel konnte somit
gezeigt werden,

e dass aufgrund einer Analyse der Residuen zwischen den Wavelettransformationen ei-
nes Linienpaars entschieden werden kann, wo eingegriffen werden muss

e dass ein lokaler Eingriff tatsdchlich moglich ist.

Der letzte Punkt bedarf einer Erlauterung. Von “lokal” kann namlich nicht direkt die
Rede sein, weil sich die rekonstruierte Kurve in ihrer Gesamtheit von der Ursprungsli-
nie wegbewegt hat. Die Ursache liegt wiederum in der bereits mehrmals erwdhnten Un-
zulanglichkeit des t-alpha Plots begriindet: es ist unmoglich, durch die Modifikation eines
t-alpha Plots eine Linienverkiirzung zu erreichen. Durch die Streckung? einer Kurve, wie in
obigem Beispiel geschehen, wird der ganze restliche Teil der Kurve verschoben. Bleibt noch
zu erklaren, weshalb die rekonstruierte Kurve dann auf der ganzen Linge vom Original
abweicht und nicht erst am Ort des “chirurgischen Eingriffs” einsetzt. Dem ist so, weil eine
schwerpunktbasierte Riicktransformation zum Zuge kommt, wie sie in Abschnitt 5.4.3 be-
schrieben wurde. Obwohl sich die Kurve nun an keiner Stelle mehr mit dem Original deckt,
ist eine schwerpunktbasierte Riicktransformation einer fixpunktbasierten vorzuziehen (vgl.
dazu auch das Beispiel der Uhr im Vorwort).

*Das Ziel wire eigentlich eine Verkiirzung, welche durch eine Verinderung der t-alpha Werte jedoch
nie erzielt werden kann, weil lediglich die Richtungswinkel der Abtastsegmente verdndert werden konnen,
jedoch nicht deren Anzahl.
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Abbildung 8.5: Teil der Waveletkoeffizienten der Linien 488ungen (oben) und 488gen
("unten). Positive Werte sind griin dargestellt, negative rot und Nullwerte schwarz, mit
Ubergangsfarben flir Zwischenwerte.
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Abbildung 8.6: Die Linie 488ungen nach einem lokalen Eingriff in die Wavelettransformati-
on. Die Kurve im Mittelteil konnte zum Verschwinden gebracht werden.



Kapitel 9

Schlussfolgerungen und Ausblick

9.1 Was wurde erreicht?

Im Rahmen dieser Arbeit wurde Schritt fiir Schritt gezeigt, wie eine Polylinie aus dem
Ortsraum (z, y-Ebene) in den Frequenzraum (Fourierraum, Waveletraum) tiberfiihrt werden
kann. Die Gliederung des ersten Teils der Arbeit in die Kapitel Abtastung, Normalisierung
und Parametrisierung entspricht der Reihenfolge der Vorverarbeitungsschritte, denen eine
Linie unterzogen werden muss, um sie schliesslich in eine frequenzbasierte Reprasentation
zu transformieren.

Es zeigte sich, dass bereits an die Parametrisierungsmethode hohe Anforderungen ge-
stellt werden miissen, insbesondere was die Berechnung von Formmassen betrifft. Der Psi-s
Plot geniigte diesem Kriterium, bedingt durch die Diskontinuitat bei der Richtungswin-
kelbestimmung, nicht. In Anlehnung an Kurvaturelemente, wie sie fir Chain Codes be-
rechnet werden (vgl. 5.4.1), konnte eine Formel gefunden werden, welche die kiinstlichen
Sprungstellen des Psi-s Plots eliminiert. Bei der resultierenden Funktion, welche wir t¢-
alpha genannt haben, handelt es sich um eine kumulative Darstellung der relativen Rich-
tungsanderungen der Kurve. Die lokalen Extrema eines t-alpha Plots entsprechen den Wen-
depunkten der Kurve in der z,y-Ebene, aufgrund derer sehr einfach Formmasse der Kur-
ve bestimmt werden konnen. Sprungstellen in einem t-alpha Plot stellen nun keine Arte-
fakte mehr dar, wie dies im Psi-s Plot noch der Fall war, im Gegenteil, sie konnen nun
auf solche hinweisen. Deutlich sichtbare Ausreisser in einer t-alpha-Reprasentation wei-
sen namlich vielfach auf Digitalisierfehler hin, welche in der z,y-Ebene von blossem Au-
ge kaum zu entdecken sind. Durch die Vergrosserung der Abtastschrittweite kénnen sol-
che kleinsten Knitterungen eliminiert werden. In diesem Beispiel kommt zum Vorschein,
dass die verschiedenen Représentationsrdume nicht isoliert betrachtet werden sollten und
Riickkopplungen jederzeit moglich sein miissen. Diesem Umstand wurde in der entwickel-
ten Softwareplattform REPTILE (siehe auch Anhang A) Rechnung getragen. In REPTILE
muss diese Riickpropagierung durch den Benutzer oder die Benutzerin ausgelost werden
(Anpassung der Schrittweite). Es ist jedoch denkbar, dass ein System einen durch einen
Reprasentationswechsel entstandenen “Erkenntisgewinn” auswertet und die n6tigen Anpas-
sungen automatisch vornimmt. Im Hinblick auf das von Weibel (1991) propagierte Konzept
der Amplified Intelligence ware es jedoch vorzuziehen, wenn das System lediglich auf diesen
Umstand hinweisen wiirde. Nur so behalt der Benutzer die volle Kontrolle tiber den Prozess.

Basierend auf einer t-alpha-Reprasentation wurden in der Folge die Fouriertransforma-
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tion einer Linie und deren Haar-Wavelettransformation berechnet. Es zeigte sich, dass sich
eine Kurve durch beide Transformationen, gentigend Koeffizienten vorausgesetzt, praktisch
fehlerfrei rekonstruieren ldsst. Unterschiede traten jedoch im Degradationsverhalten zutage.
Rekonstruktionen mit sukzessive abnehmender Anzahl Koeffizienten fiihren bei der Fou-
rierreihe zu sehr glatten, geschwungenen Kurven, wahrend die aus Wavelets rekonstruierten
Kurven kantige Formen annehmen. Dieser Unterschied liegt natiirlich in den verschieden-
artigen Basisfunktionen begriindet — die stetige Cosinusfunktion einerseits, die stiickweise
konstante Haar-Funktion andererseits. Das vermeintlich schlechte Degradationsverhalten
beider Transformationen im Ortsraum — storend sind in erster Linie die grossen Verschie-
bungen bezogen auf die Ausgangskurve — riihrt einzig und alleine von der Unmdéglichkeit
her, eine t-alpha-parametrisierte Linie zu verkiirzen. Das tatsachliche Degradationsverhal-
ten der beiden spektralen Transformationen lasst sich denn auch nur im Parameterraum
beurteilen. Mit Blick auf die Abbildungen 6.8, 6.10 und 7.9 kann dieses durchaus als gut
bezeichnet werden.

9.2 Ausblick auf zukiinftige Entwicklungen

Probleme, welche in dieser Arbeit nicht gelost werden konnten, betreffen Linienverkiirzungen
im t-alpha-Raum und zwar in zweifacher Hinsicht:

Transformation nach t-alpha: Unterschiedliche Langen von generalisierter und unge-
neralisierter Linie fiihren nach einer kurvilinearen Parametrisierung zu asynchronen
t-alpha Plots.

Riicktransformation aus t-alpha: Durch eine Manipulation der a-Werte lassen sich le-
diglich Streckungen der Kurve erzielen, aber keine Verkiirzungen.

Beide Defizite rithren von der fehlenden Verankerung des t-alpha Plots im Ortsraum
und dem ausschliesslich rekursiven Aufbau der Reprasentation her. Es miissen Mittel und
Wege gefunden werden, diese Klippen zu umschiffen. Prioriat hat dabei die Suche nach
einer Methode zur Linienverkiirzung bei der Riicktransformation aus dem Parameterraum
(entspricht dem zweiten Punkt in obiger Liste). Ohne eine solche zur Hand zu haben, fithren
lokale Eingriffe in die Wavelettransformation (interaktiv oder mit Hilfe speziell entwickelter
Algorithmen), zu unbefriedigenden Resultaten. Erst in zweiter Linie sollte versucht werden,
durch Ausgleichsrechnungen zu synchronen t-alpha Plots eines Linienpaars zu gelangen, weil
ﬁberlagerungen erst aktuell werden, wenn es um die Wissensextraktion aus bestehenden
Linienpaaren geht (beispielsweise zur Verwendung kiinstlicher neuronaler Netze).

Gelingt es, das Linienverkiirzungsproblem in den Griff zu bekommen, haben wir mit
der Wavelettransformation eine sehr potente Repréasentation zur Hand. Da es sich bei der
WT um eine Mischung aus multiscale Representation (vgl. CSSI in Abschnitt 2.3.2) und
klassischer spektraler Reprasentation handelt, ergibt sich eine sehr hohe Informationsdichte:

e Information iiber das Verhalten des Signals in verschiedenen Massstében.
e Deutung von Vorzeichenwechseln als Wendepunkte.

e Lokalisierte Information iiber die Bausteine, aus welchen das Signal aufgebaut ist.
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In einem ersten Schritt sollten einfache Filteralgorithmen zur Linienvereinfachung entwickelt
werden. Aufgrund der hohen Informationsdichte der WT konnte allenfalls auch komplexeren
Algorithmen, etwa zur Implementierung von speziellen Generalisierungsoperatoren wie z.B.
der Karikatur, Erfolg beschieden sein. Als Fernziel kénnte schliesslich versucht werden,
bestehende, wavelettransformierte Linienpaare fir das Training von Neuronalen Netzen
beizuziehen. Dabei ist allerdings der Auswahl der Trainingsdaten grosste Aufmerksamkeit
zu schenken. Im Verlaufe dieser Arbeit hat sich ndmlich gezeigt, dass manuell generalisierte
Linien nicht a priori eine hohe Generalisierungsqualitidt garantieren, bzw. diese Qualitat
zumindest nicht immer ersichtlich war, weil die Linienpaare nicht in ihrem Kontext beurteilt
wurden (vgl. dazu auch Ehrliholzer 1996).






Literaturverzeichnis

Bahrenberg, Gerhard, E. Giese und J. Nipper (1990). Statistische Methoden in der Geo-
graphie, Bd. 1, Univariate und bivariate Statistik d. Reihe Teubner Studienbicher der
Geographie. Teubner Stuttgart, 3. Aufl.

Ballard, Dana H. und C. M. Brown (1982). Computer Vision. Prentice-Hall, Englewood
Cliffs.

Brown, James Ward und R. V. Churchill (1993). Fourier Series and Boundary Value
Problems. McGraw-Hill, New York, 5. Aufl.

Buttenfield, Barbara P. (1985). Treatment of the Cartographic Line. Cartographica,
22(2):1-26.

Coifman, Ronald R., Y. Meyer und V. Wickerhauser (1992). Wavelet Analysis and Signal
Processing. In: Ruskai, Mary Beth, G. Beylkin, I. Daubechies, Y. Meyer, R. Coifman,
S. Mallat und L. Raphael, Hrsg.: Wavelets and their Applications, S. 153-178, Boston.
Jones and Bartlett.

Daubechies, Ingrid (1988). Orthonormal Bases of Compactly Supported Wavelets. Com-
munications on Pure and Applied Mathematics, 41:909-996.

Daubechies, Ingrid (1990). The Wavelet Transform, Time-Frequency Localization and Fou-
rier Analysis. IEEE Trans. Inform. Theory, 36:961-1004.

Daubechies, Ingrid (1993). Wavelet Transforms and Orthonormal Wavelet Bases. In: Dau-
bechies, Ingrid, Hrsg.: Different Perspectives on Wavelets, Bd. 47 d. Reihe Proceedings
of Symposia in Applied Mathematics, S. 1-33, Providence, Rhode Island. American
Mathematical Society.

Douglas, David H. und T. K. Peucker (1973). Algorithms for the Reduction of the Number
of Points Required to Represent a Digitized Line or Its Character. The Canadian
Cartographer, 10(2):112-123.

Eccles, M.J., M. McQueen und D. Rosen (1977). Analysis of the Digitized Boundaries of
Planar Objects. Pattern Recognition, 9(1):31-41.

Ehrliholzer, Regula (1996). Methoden fir die Bewertung der Qualitdt von Generalisie-
rungslosungen. Diplomarbeit, Geographisches Institut der Universitat Ziirich.

Foley, James D., A. van Dam, S. K. Feiner und J. F. Hughes (1991). Computer Graphics;
Principles and Practice. Addison-Wesley Systems Programming Series. Addison-
Wesley, 2. Aufl.



104 LITERATURVERZEICHNIS

Freeman, H. (1974). Computer Processing of Line-Drawing Images. Computing Surveys,
6(1).

Freeman, H. (1978). Shape Description Via the Use of Critical Points. Pattern Recognition,
10:159-166.

Fritsch, Emmanuel (1994). Recherche d’outils et de représentations pour la généralisation.
stage de DEA effectué au COGIT-IGN et au Geographisches Institut de 1’Université
de Ziirich.

Fritsch, Emmanuel und J. P. Lagrange (1995). Spectral Representations of Linear Features
for Generalisation. In: Frank, Andrew U. und W. Kuhn, Hrsg.: Spatial Information
Theory; A Theoretical Basis for GIS. Proceedings of COSIT ’95, Semmering, Austria,
Lecture Notes in Computer Science, S. 157-171. Springer.

Goodchild, M. F. und D. M. Mark (1987). The Fractal Nature of Geographic Phenomena.
Annals of the Association of American Geographers, 77(2):265-278.

Grossman, A. und J. Morlet (1984). Decomposition of Hardy functions into square integrable
wavelets of constant shape. SIAM Journal of Applied Mathematics, 15:723-736.

Haar, A. (1910). Zur Theorie der orthogonalen Funktionssysteme. Math. Ann., 69:331-371.

Hanna, J. Ray und J. H. Rowland (1990). Fourier Series, Transforms, and Boundary Value
Problems. Wiley, New York, 2. Aufl.

Kernighan, Brian W. und D. M. Ritchie (1988). The C Programming Language. Prentice
Hall, New Jersey, 2. Aufl.

Laboratoire COGIT, Direction technique, Service de la recherche (1992). IGN'’s research
on generalization. Technischer Bericht Institut Géographique National (IGN).

Lang, T. (1969). Rules For the Robot Draughtsmen. The Geographical Magazine, 42(1):50—
51.

Laurini, Robert und D. Thompson (1992). Fundamentals of Spatial Information Systems.
The A.P.I.C. Series. Academic Press.

Mallat, S. (1989). Multiresolution Approzimation and Wavelets. Trans. Am. Math. Soc.,
315:69-88.

Mather, Paul M. (1987). Computer Processing of Remotely-Sensed Images. John Wiley &
Sons, Chichester.

McMaster, Robert B. und K. S. Shea (1992). Generalization in Digital Cartography. Asso-
ciation of American Geographers, Washington D.C.

Meng, L. (1993). Application of neural network in cartographic pattern recognition. In: Me-
senburg, Peter, Hrsg.: Proceedings of the 16th International Cartographic Conference,
Bd. 1, S. 192-210, Koln. International Cartographic Association, German Society of
Cartography.



LITERATURVERZEICHNIS 105

Meyer, Y., S. Jaffard und O. Rioul (1987). L’analyse par ondelettes. Pour la science, S.
28-37.

Mokhtarian, Farzin (1994). CSSI Quellcode in C. Der Programmecode ist nicht public
domain, wurde mir fiir diese Arbeit jedoch freundlicherweise vom Autor zur Verfiigung
gestellt.

Mokhtarian, Farzin und A. K. Mackworth (1992). A Theory of Mulitscale, Curvature- Based
Shape Representation for Planar Curves. IEEE Transactions on Pattern Analysis and
Machine Intelligence, 14(8).

O’Neill, Michael P. und D. M. Mark (1987). The Psi-s Plot: A Useful Representation
for Digital Cartographic Lines. In: Proceedings AutoCarto 8, S. 231-240, Baltimore,
Maryland.

Ousterhout, John K. (1994). Tcl and the Tk toolkit. Addison-Wesley Professional Compu-
ting Series. Addison-Wesley, Reading, MA.

Pavlidis, T. (1978). A Review of Algorithms for Shape Analysis. Computer Graphics and
Image Processing, 7:243-258.

Plazanet, Corinne (1995). Measurement, Characterization and Classification for Automated
Line Feature Generalization. In: Proceedings of ACSM/ASPRS, Bd. 4 d. Reihe Auto
Carto 12, S. 59-68, Charlotte, North Carolina.

Reichenbacher, Tumasch (1995). Eine Methode fir den Wissenserwerb in der kartographi-
schen Generalisierung durch Interaktionsaufzeichnung und induktives Lernen. Diplom-
arbeit, Geographisches Institut der Universitat Ziirich.

Reumann, K. und A. P. M. Witkam (1974). Optimizing Curve Segmentation in Computer
Graphics. In: International Computing Symposium, S. 467-472, Amsterdam. North-
Holland Publishing Company.

SGK, Schweizerische Gesellschaft fiir Kartographie, Hrsg. (1980). Kartographische Gene-
ralisierung, Topographische Karten. Nr. 1 in Kartographische Schriftenreihe. 2. Aufl.

Shea, K. Stuart und R. B. McMaster (1989). Cartographic Generalization in a Digital
Environment: When and How To Generalize. In: Proceedings of the Auto-Carto 9, S.
56-67, Baltimore, Maryland.

Solymar, Laszlo (1988). Lectures on Fourier Series. Oxford University Press.

Stansfield, J. L. (1980). Conclusions from the commodity expert project. Al Memo 601,
Mass. Inst. Technol. AI Lab, Cambridge, MA.

Strichartz, Robert S. (1994). Construction of orthonormal wavelets. In: Benedetto, John J.
und M. W. Frazier, Hrsg.: Wawvelets; Mathematics and Applications, Studies in Advan-
ced Mathematics, Kap. 1, S. 23-50. CRC Press, Boca Raton, Florida.

Thapa, K. (1988). Automatic Line Generalization Using Zero-Crossings. Photogrammetric
Engineering and Remote Sensing, 54(4):511-517.



106 LITERATURVERZEICHNIS

Visvalingam, M. und J. D. Whyatt (1992). Line Generalisation by Repeated Elimination of
the Smallest Area. Discussion Paper 10, Cartographic Information Systems Research
Group, The University of Hull.

Weibel, Robert (1991). Amplified Intelligence and Rule-Based Systems. In: Buttenfield, Bar-
bara P. und R. B. McMaster, Hrsg.: Map Generalization — Making Rules for Knowledge
Representation, S. 172-186. Longman, London.

Weibel, Robert, S. Keller und T. Reichenbacher (1995). Overcoming the Knowledge Acqui-
sition Bottleneck in Map Generalization: The Role of Interactive Systems and Compu-
tational Intelligence. In: Frank, Andrew U. und W. Kuhn, Hrsg.: Spatial Information
Theory; A Theoretical Basis for GIS. Proceedings of COSIT ’95, Semmering, Austria,
Lecture Notes in Computer Science, S. 139-156. Springer.

Wilson, R. (1993). Wavelets?. In: Colloquium on Applications of Wavelet Transforms
in Image Processing, S. 1-6, Savoy Place, London. Professional Group E4 (Image
Processing and Vision), The Institution of Electrical Engineers (IEE).

Winston, Patrick Henry (1984). Artificial Intelligence. Addison-Wesley, Reading, 2. Aufl.

Witkin, Andrew P. (1983). Scale-Space Filtering. In: Proceedings of the Eighth International
Joint Conference on Artificial Intelligence, Bd. 2, S. 1019-1023, Karlsruhe, Germany.

WPL (1994). Wavelet Packet Laboratory (Xwpl) Version 1.3. Software erhiltlich via
anonymous ftp vom Server pascal.math.yale.edu.

Young, Randy K. (1993). Wawvelet Theory and its Applications. Kluwer international series
in engineering and computer science; SECS 189. Kluwer Academic Publishers, Norwell,
Massachusetts.

Zeller, Meinrad (1994). Flinkes Wellenspiel. c’t, magazin fiir computertechnik, 11:258-261.



Anhang A

Die Softwareplattform REPTILE

Zu Experimentierzwecken wurde in dieser Arbeit eine Softwareplattform namens RFEP-
TILE (REPresentation Tool and Interactive Line-editing Environment) entwickelt. Das
Diagramm in Abbildung A.1 vermittelt einen Eindruck von dessen Funktionsumfang. REP-
TILE wurde weitgehend in der Skriptsprache Tcl ( “tool command language”), bzw. dessen
grafischer Erweiterung Tk (“X Window Toolkit”) implementiert (Ousterhout 1994). Der
gesamte algorithmische Teil wurde jedoch aus Effizienzgriinden in der Programmiersprache
C (Kernighan und Ritchie 1988) implementiert. Folgende C-Funktionen wurden entwickelt:

SampleCmd: Abtastung einer Linie

NormalizeCmd: Normalisierung einer Linie

ParamCmd: Parametrisierung einer Linie (Psi-s, t-alpha, t/x oder t/y)
ReconstructCmd: Riicktransformation der parametrisierten Linie in die x,y-Ebene

InvNormalizeCmd: Riicktransformation einer normalisierten Linie an ihre urspriingliche
Position in der z, y-Ebene

ToFourierCmd: Berechnet die Fouriertransformation einer ¢-alpha-, t/z-, bzw. t/y-parame-
trisierten Linie

FromFourierCmd: Inverse Fouriertransformation
ToWaveletsCmd: Berechnet die Wavelettransformation einer t-alpha-parametrisierten Linie
FromWaveletsCmd: Inverse Wavelettransformation

Die Offenheit von Tecl — und die Tatsache, dass es sich bei T¢Il um eine C-Bibliothek
handelt — erlaubte es auf einfache Weise, diese C-Funktionen in die Applikation einzu-
binden. Beziiglich der explorativen Analyse kommt dem Visualisierungsteil eine grosse
Bedeutung zu. Jede Reprasentationsebene wird in einem separaten Fenster dargestellt.
Diese Fenster sind jedoch miteinander verkniipft, so dass eine vom Benutzer initiierte
Verénderung (z.B. der Abtastschrittweite) zur Neuberechnung und Aufdatierung der jewei-
ligen Linie in allen Reprisentationsebenen fiithrt. Abbildung A.2 zeigt, wie sich die REP-
TILE-Arbeitsumgebung auf dem Bildschirm prasentiert.
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X,y-Ebene
A
Darstellung
abgetastete Linie
N T N
Darstellung
normalisierte Linie
_1 _1
P P P P
(Psi-s-Ebene) t,x-Ebene
t-alpha-Ebene t,y-Ebene
FT 1
wr'| o wr FT - |FT
et —
Waveletkoeffizienten Fourierkoeffizienten

A: Abtastung

N: Normalisierung

P:  Parametrisierung

FT: Fouriertransformation
WT: Wavelettransformation

Abbildung A.1: Das REPTILE Funktionsdiagramm. Ein Kéastchen mit Doppelrahmen ent-
spricht einem REPTILE-Fenster.
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Anhang B

Daten

B.1 Datenquelle

Die Rohdaten fiir diese Arbeit wurden freundlicherweise vom Institut Géographique Na-
tional (IGN) in Paris, dem franzosischen Aquivalent zum Bundesamt fiir Landestopogra-
phie, zur Verfiigung gestellt. Es handelt sich dabei um zwei Strassennetze in verschiedenem
Massstab, welchen folgende Datenquellen zugrunde liegen:

Ausgangsmassstab: digitale Version des Kartenblattes 52 Grenoble- Valance der Série
Verte im Massstab 1:100°000. Dieser Datensatz wurde aber bereits aus der BDCAR-
TO, einer am IGN aufgesetzten Datenbank im Massstab 1:50°000, abgeleitet (Labo-
ratoire COGIT 1992).

Zielmassstab: manuell generalisierte und nachtraglich digitalisierte Version des obigen
Kartenblattes im Massstab 1:250’000. Unklar ist, auf welcher Basis die Generalisierung
beruht (Série Verte oder BDCARTO).

B.2 Linienpaare

Aus den beiden Strassennetzen, welche im Datenaustauschformat DXF vorlagen, wurden
zuerst ARC/INFO-Coverages generiert. Die Zuordnung der manuell generalisierten Stras-
senlinien zu ihren ungeneralisierten Pendants wurde soweit als moglich automatisiert. Zu
diesem Zweck wurde eine AML (ein ARC/INFO-Skript) geschrieben, welche auf der A/I-
Funktion matchcover beruht. Trotzdem musste viel Zeit in die manuelle Nachbearbeitung
gesteckt werden, in erster Linie, weil die zum Teil grossen Verdrangungseffekte eine auto-
matische Zuordnung oft nicht mehr erlaubten.

Nach der Eliminierung von sehr kurzen Linienelementen resultierten schliesslich 628
Linienpaare. Die Koordinaten jeder Linie wurden mit dem A/I-Befehl ungenerate in eine
eigene ASCII-Datei ausgegeben. Liniennummer (nnn) und Art wurden im Dateinamen
gespeichert:

Ungeneralisiert: nnnungen
Generalisiert: nnngen

Zur Veranschaulichung sind in Abbildung B.1 einige der 628 Linienpaare wiedergegeben.
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Abbildung B.1: Einige Beispiele aus dem 628 Linienpaare umfassenden Experimentierdaten-
satz. Ungeneralisierte Linien sind dinn dargestellt, ihre manuell generalisierten Pendants
fett.





